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ՎԻԴՈԿ ԽԱՉԻԿԻ 
ՄՈՒՍՈՅԱՆ

Վիդոկ Խաչիկի Մուսոյանը ծնվել է 1938-ի հոկտեմբերի 24-ին, Նոր Բայազետ 
(այժմ` Գավառ) քաղաքում: Նախնական կրթությունը ստացել է տեղի Հ. 
Սարուխանյանի անվան միջնակարգ դպրոցում: 1957-ին ընդունվել և 1962-ին ավարտել 
է Երևանի պետական համալսարանը` ստանալով մաթեմատիկոսի որակավորում: 
Նույն թվականին գործուղվել է ԽՍՀՄ ԳԱ Վ. Ա. Ստեկլովի անվան ինստիտուտի 
ասպիրանտուրա: 1966-ին պաշտպանելով թեկնածուական ատենախոսություն` 
վերադարձել է Երևան և աշխատանքի անցել ՀՀ ԳԱ մաթեմատիկայի ինստիտուտում: 

1967-ին որպես ավագ դասախոս հրավիրվել է աշխատանքի Խ. Աբովյանի անվան 
հայկական մանկավարժական ինստիտուտ, իսկ 1968-ին աշխատանքի է անցել 
Երևանի պետական համալսարանում` որպես մաթեմատիկական անալիզի և 
ֆունկցիաների տեսության ամբիոնի դոցենտ:

Վ. Մուսոյանը 1977-ին ընտրվել է Երևանի պետական համալսարանի 
մեխանիկամաթեմատիկական, իսկ 1992-ին` մաթեմատիկայի ֆակուլտետի դեկան: 
1988-ին պաշտպանել է դոկտորական ատենախոսություն և ստացել ֆիզիկամա-
թեմատիկական գիտությունների դոկտորի գիտական աստիճան, իսկ 1991-ին` 
պրոֆեսորի գիտական կոչում: 1992-1997-ին մաթեմատիկական անալիզի ամբիոնի 
վարիչն էր: Նրա գիտական աշխատանքները նվիրված են կոմպլեքս անալիզի մի քանի 
հիմնախնդիրների:

 Վախճանվել է 2009-ի օգոստոսի 18-ին: 
Անվանի գիտնականը և մանկավարժը երկար տարիներ վարել է մաթեմա-

տիկական անալիզի և ֆունկցիաների տեսության ընդհանուր և մասնագիտական շուրջ 
երկու տասնյակ  դասընթացներ: Նրա դասախոսություններով կրթվել և ոգեշնչվել են 
բազմաթիվ երիտասարդներ, որոնք այսօր գիտնականներ, ուսուցիչներ կամ 
պարզապես հայրենասեր մարդիկ են:     
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²é³çÇÝ Ññ³ï³ñ³ÏáõÃÛ³Ý Ý³Ë³µ³Ý 
(ËÙµ³·ÇñÝ»ñÇ ÏáÕÙÇó) 

 
Ü»ñÏ³Û³óíáÕ ¹³ë³·ÇñùÁ ÑÇÙÝí³Í ¿ ºñ¨³ÝÇ å»ï³Ï³Ý Ñ³-

Ù³Éë³ñ³ÝáõÙ »ñÏ³ñ ï³ñÇÝ»ñÇ ÁÝÃ³óùáõÙ Ñ»ÕÇÝ³ÏÇ Ï³ñ¹³ó³Í 
¹³ë³ËáëáõÃÛáõÝÝ»ñÇ íñ³: ²ÛÝ ÁÝ¹·ñÏáõÙ ¿ §Ø³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý 
³Ý³ÉÇ½¦ ³é³ñÏ³ÛÇ µáõÑ³Ï³Ý Íñ³·ñ»ñáõÙ Ý³Ë³ï»ëí³Í µáÉáñ 
Ã»Ù³Ý»ñÁ: 

¸³ë³·ÇñùÝ ³ãùÇ ¿ ÁÝÏÝáõÙ ß³ñ³¹ñ³ÝùÇ Ñëï³ÏáõÃÛ³Ùµ, 
ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇ ¨ ³å³óáõÛóÝ»ñÇ ×ß·ñïáõÃÛ³Ùµ, ÉáõÍí³Í ûñÇÝ³Ï-
Ý»ñÇ µ³½Ù³½³ÝáõÃÛ³Ùµ: ¸ñ³ Ñ»ï Ù»Ïï»Õ` Ñ»ÕÇÝ³ÏÁ ÑÝ³ñ³íá-
ñÇÝë ½»ñÍ ¿ ÙÝáõÙ §³í»Éáñ¹ ËëïáõÃÛáõÝÝ»ñÇó¦, áñáÝù Ï³ñáÕ »Ý 
Ë××»É ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ: ²Ûë ¹³ë³·ñùÇ Ù»Ãá¹³Ï³Ý ³é³í»ÉáõÃÛáõÝÁ 
Ï³Û³ÝáõÙ ¿ Ýñ³ÝáõÙ, áñ ÝÛáõÃÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¿ ³ÙµáÕç³Ï³Ý ¨ µá-
í³Ý¹³Ï³ÉÇó, µ³Ûó ÙÇ¨ÝáõÛÝ Å³Ù³Ý³Ï` Ñ³ÏÇñ× ï»ëùáí: ¸³ ÙÇ 
ÏáÕÙÇó ÙÇïí³Í ¿ áõÕÕáñ¹»Éáõ ¨ Ñ»ßï³óÝ»Éáõ áõë³ÝáÕÇ áõëáõÙÝ³-
éáõÃÛ³Ý ·áñÍÁÝÃ³óÁ, ÇëÏ ÙÛáõë ÏáÕÙÇó` ÙÕ»Éáõ Ýñ³Ý ÇÝùÝáõñáõÛÝ 
ëï»ÕÍ³·áñÍ³Ï³Ý ³ßË³ï³ÝùÇ: 
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¸³ë³·ÇñùÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ »ñÏáõ Ñ³ïáñÇó: ²é³çÇÝ Ñ³ïáñÁ 
Ý»ñ³éáõÙ ¿ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É ¨ ÇÝ-
ï»·ñ³É Ñ³ßÇíÁ, ÙÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ Ãí³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 
¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßÇíÁ ¨ Ãí³ÛÇÝ ß³ñù»ñÁ: ºñÏñáñ¹ Ñ³ïáñÁ ÝíÇñ-
í³Í ¿ ýáõÝÏóÇáÝ³É Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ áõ ß³ñù»ñÇÝ, å³ñ³-
Ù»ïñÇó Ï³Ëí³Í ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÇÝ, êïÇÉï»ëÇ ÇÝï»·ñ³ÉÇÝ, ß³ï 
÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É ¨ ÇÝï»·ñ³É Ñ³ßíÇÝ: 
´áí³Ý¹³ÏáõÃÛáõÝÁ ïñáÑí³Í ¿ ·ÉáõËÝ»ñÇ, ·ÉáõËÝ»ñÁ` å³ñ³·ñ³ý-
Ý»ñÇ, í»ñçÇÝÝ»ñë ¿É` Ï»ï»ñÇ: ´³Ý³Ó¨»ñÇ Ñ³Ù³ñ³Ï³ÉáõÙÁ »ñÏ-
ï»Õ ¿ ¨ ·áñÍáõÙ ¿ ÙÇ³ÛÝ ïíÛ³É ·ÉËÇ ßñç³Ý³ÏÝ»ñáõÙ. ûñÇÝ³Ï` áñ¨¿ 
·ÉËáõÙ Ñ³Ý¹ÇåáÕ (5.8) µ³Ý³Ó¨Ý ³Û¹ ·ÉËÇ 5-ñ¹ å³ñ³·ñ³ýÇ 8-ñ¹ 

µ³Ý³Ó¨Ý ¿: Â»áñ»ÙÝ»ñÇ ³å³óáõÛóÝ»ñÁ ëÏëíáõÙ »Ý   Ýß³Ýáí, ÇëÏ 

 Ýß³ÝÝ ³½¹³ñ³ñáõÙ ¿ ³å³óáõÛóÇ ³í³ñïÁ:   
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I ¶ÈàôÊ 

Æð²Î²Ü Âìºð 
 

Üºð²ÌàôÂÚàôÜ 
 

 Ø³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ³Ý³ÉÇ½Ç ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ëÏ³óáõÃÛáõÝÝ»ñÇ áõëáõÙÝ³-
ëÇñáõÃÛáõÝÁ, ÇÝãåÇëÇù »Ý` ë³ÑÙ³ÝÁ, ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ, ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ¨ 
ÇÝï»·ñ³ÉÁ, ÑÇÙÝí³Í ¿ ÃíÇ ·³Õ³÷³ñÇ ×ß·ñÇï ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý íñ³: Ø»Ýù 
Ï»ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ ÁÝÃ»ñóáÕÁ Í³ÝáÃ ¿ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Ï³éáõóí³ÍùÇÝ áõ 

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ ¨ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÁ ÏÝ»ñÙáõÍ»Ýù é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ µ³½-
ÙáõÃÛ³Ý Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÇ ÙÇçáóáí: 
 Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÉñÇí ã¿ ³ÛÝ ÇÙ³ëïáí, áñ 
é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý Ãí³µ³ÝáõÃÛ³Ý ¨ »ñÏñ³ã³÷áõÃÛ³Ý áã 
µáÉáñ å³Ñ³ÝçÝ»ñÇÝ: úñÇÝ³Ï, é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç 
·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ ÃÇí, áñÇ ù³é³ÏáõëÇÝ 2 ¿: ²Ûë åÝ¹áõÙÝ ³å³óáõ-

ó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý Ù»Ãá¹áí. ¹Çóáõù ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 
n
m

 é³-

óÇáÝ³É ÃÇí ( m -Á ¨ n -Á µÝ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý) ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 2
2









n
m

: 

Î³ñáÕ »Ýù Ñ³Ù³ñ»É, áñ 
n
m

 Ïáïáñ³ÏÝ ³ÝÏñ×³ï»ÉÇ ¿` Ñ³Ï³é³Ï ¹»å-

ùáõÙ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ïß³ñáõÝ³Ï»Ýù ³ÛÝ Ïñ×³ï»Éáõó Ñ»ïá: ²ÛëåÇëáí` 
22 2nm  , Ñ»ï¨³µ³ñ, m -Á ½áõÛ· ÃÇí ¿` km 2 : ²Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù` 

22 2kn  , Ñ»ï¨³µ³ñ, n -Á ÝáõÛÝå»ë ½áõÛ· ÃÇí ¿: êï³óí»ó, áñ 
n
m

 

Ïáïáñ³ÏÁ Ïñ×³ï»ÉÇ ¿, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 
 êï³óí³Í Çñ³íÇ×³ÏÁ ¹Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ Ýáñ` ¸»¹»ÏÇÝ¹Ç Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÇ 

ï»ë³ÝÏÛáõÝÇó: Üß³Ý³Ï»Ýù A -áí ³ÛÝ a  ¹ñ³Ï³Ý é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ µ³½-

ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý 22 a  å³ÛÙ³ÝÇÝ, ÇëÏ A  -áí` ³ÛÝ 

                                                
 ²é³çÇÏ³ÛáõÙ ³Û¹ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÏÃí³ñÏ»Ýù: 



¶ÉáõË 1. Æñ³Ï³Ý Ãí»ñ 6

a  ¹ñ³Ï³Ý é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý 

22 a  å³ÛÙ³ÝÇÝ: 

 òáõÛó ï³Ýù, áñ A  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ å³ïÏ³ÝáÕ Ãí»ñÇ Ù»ç ãÏ³ Ù»Í³·áõÛ-

ÝÁ, ÇëÏ A -ÇÝ å³ïÏ³ÝáÕÝ»ñÇ Ù»ç` ÷áùñ³·áõÛÝÁ: ²å³óáõó»Ýù ³Û¹ 
åÝ¹áõÙÝ»ñÇó, ûñÇÝ³Ï, ³é³çÇÝÁ: ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý Aa  ÃÇí ¨ 

Ñ³Ùá½í»Ýù, áñ ³ÛÝ A  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññÁ ã¿: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ µ³-
í³Ï³Ý ¿ ÝÏ³ï»É, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ n  µÝ³Ï³Ý ÃÇí ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

A
n

a 
1

, ³ÛëÇÝùÝ` 21 2







 

n
a : Æñáù, ù³ÝÇ áñ 

2
2 2

2

1 2 1 2 1a aa a a
n n n n n

        
 

, 

n -Á  ÏÁÝïñ»Ýù ³ÛÝå»ë, áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ 

2122 
nn

aa  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 

22
12

a
an



 : 

 A -áõÙ ÷áùñ³·áõÛÝ ï³ññÇ µ³ó³Ï³ÛáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõóíáõÙ ¿ ÝÙ³Ý 
¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí: 
 ´»ñí³Í Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÃÛáõÝÁ Ý³Ë³¹ñÛ³É ¿` ÁÝÏ³É»Éáõ ¸»¹»ÏÇÝ¹Ç Ñ³-
ïáõÛÃÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛáõÝÁ: 
 
¢1. Æð²Î²Ü ÂìÆ ê²ÐØ²ÜàôØÀ: Æð²Î²Ü ÂìºðÆ ´²¼ØàôÂÚ²Ü 

Î²ð¶²ìàðàôØÀ 
 

 1. Æñ³Ï³Ý ÃíÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ¸Çóáõù é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Q  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 

ïñáÑí³Í ¿ A  ¨ A   »ñÏáõ áã ¹³ï³ñÏ ¹³ë»ñÇ (»ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ) 
³ÛÝå»ë, áñ µ³í³ñ³ñí»Ý Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ. 
 10. Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ é³óÇáÝ³É ÃÇí å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ³Û¹ ¹³ë»ñÇó Ù»ÏÇÝ ¨ 
ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏÇÝ` 



¢1. Æñ³Ï³Ý ÃíÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ï³ñ·³íáñáõÙÁ 7

A A Q ,  AA : 

 20. A  ¹³ëÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ a  ÃÇí ÷áùñ ¿ A   ¹³ëÇÝ 

å³ïÏ³ÝáÕ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ a  ÃíÇó` 

,a A a A a a      : 

 ²ÛëåÇëÇ ïñáÑáõÙÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù Ñ³ïáõÛÃ ¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù AA /  ëÇÙíá-

Éáí: A  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ñ³ïáõÛÃÇ ëïáñÇÝ ¹³ë, ÇëÏ A  -Á` Ñ³ïáõÛ-
ÃÇ í»ñÇÝ ¹³ë : 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 ³) üÇùë»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý r  é³óÇáÝ³É ÃÇí: A  ëïáñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç ÁÝ¹-

·ñÏ»Ýù ra   å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ a  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, ÇëÏ A   

í»ñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç` ra   å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ a  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ: 

 Ð»ßï ¿ ï»ëÝ»É, áñ 10 ¨ 20 å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñí³Í »Ý, ³ÛëÇÝùÝ` 
³éÏ³ ¿ Ñ³ïáõÛÃ: r  é³óÇáÝ³É ÃÇíÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ í»ñÇÝ ¹³ëÇÝ ¨ ³Û¹ 

¹³ëÇ ÷áùñ³·áõÛÝ ÃÇíÝ ¿: ØÛáõë ÏáÕÙÇó, A  ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ Ù»Í³·áõÛÝ ÃÇí 
·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ, áñáíÑ»ï¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Aa  é³óÇáÝ³É ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 1a  é³óÇáÝ³É ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ raa  1  (ûñÇÝ³Ï, 

21
raa 

 ) : Ð»ï¨³µ³ñ, 1a -Á ÝáõÛÝå»ë ëïáñÇÝ ¹³ëÇó ¿:  

 ³°) A  ëïáñÇÝ ¹³ëÁ Ï³½Ù»Ýù ra   å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ é³-

óÇáÝ³É Ãí»ñÇó, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í é³óÇáÝ³É Ãí»ñÝ ÁÝ¹·ñÏ»Ýù A   í»ñÇÝ ¹³ëÇ 
Ù»ç: 
 ²Ûë ûñÇÝ³ÏÁ Ý³Ëáñ¹Çó ï³ñµ»ñíáõÙ ¿ Ýñ³Ýáí, áñ r  ÃÇíÁ í»ñÇÝ ¹³-
ëÇó ï»Õ³÷áËí»É ¿ ëïáñÇÝ ¹³ë, áõëïÇ ³°) ûñÇÝ³ÏáõÙ ëïáñÇÝ ¹³ëÁ å³-
ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññ, ÇëÏ í»ñÇÝÁ ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ÷áùñ³·áõÛÝ 
ï³ññ: 

 µ) A  ëïáñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç Ý»ñ·ñ³í»Ýù µáÉáñ µ³ó³ë³Ï³Ý é³óÇáÝ³É 
Ãí»ñÁ, 0 -Ý ¨ ³ÛÝ ¹ñ³Ï³Ý é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý 

22 a  å³ÛÙ³ÝÇÝ: ØÝ³ó³Í é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ (³ÛëÇÝùÝ` 20, 2a a    

å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ) ÃáÕ Ï³½Ù»Ý A   í»ñÇÝ ¹³ëÁ: 
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 Ü»ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ³å³óáõóí»É ¿, áñ ³Ûë Ñ³ïáõÛÃÇ ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ ãÏ³ 

Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññ, ÇëÏ í»ñÇÝ ¹³ëáõÙ` ÷áùñ³·áõÛÝ:  

 ÜÏ³ï»Ýù Ý³¨, áñ ÑÝ³ñ³íáñ ã¿, áñ ÙÇ áñ¨¿ Ñ³ïáõÛÃÇ ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññ ¨, ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï, í»ñÇÝáõÙ` ÷áùñ³-

·áõÛÝ: Æñáù, »Ã» r -Á ÉÇÝÇ A -Ç Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññÁ, ÇëÏ r  -Á` A  -Ç ÷áùñ³-

·áõÛÝÁ, Ï¹Çï³ñÏ»Ýù 
20

rrr


  é³óÇáÝ³É ÃÇíÁ, áñÁ Ïµ³í³ñ³ñÇ 

rrr  0  å³ÛÙ³ÝÇÝ: ì»ñçÇÝë ÏÝß³Ý³ÏÇ, áñ 0r -Ý á°ã A -ÇÝ ¿ å³ïÏ³-

ÝáõÙ, ¨ á°ã ¿É` A  -ÇÝ, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 
 ²ÛëåÇëáí, Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ Ï³ñáÕ »Ý ÉÇÝ»É ÁÝ¹³Ù»ÝÁ »ñ»ù ïÇåÇ` Ñ»-

ï¨Û³É ÝÏ³ñ³·ñ»ñáí. 

 ³) A  ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ ãÏ³ Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññ, ÇëÏ A   í»ñÇÝ ¹³ëáõÙ Ï³ 
÷áùñ³·áõÛÝ ï³ññ` r : 

 ³°) A  ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ Ï³  Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññ` r , ÇëÏ A   í»ñÇÝ ¹³ëáõÙ 
ãÏ³ ÷áùñ³·áõÛÝÁ: 

 µ) A  ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ ãÏ³ Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññ, ÇëÏ A   í»ñÇÝ ¹³ëáõÙ` 
÷áùñ³·áõÛÝ: 
 ²é³çÇÝ »ñÏáõ ïÇåÇ Ñ³ïáõÛÃÝ»ñáõÙ r -Á ÏáãíáõÙ ¿ Ñ³ïáõÛÃÇ ë³ÑÙ³-
Ý³½³ïÇã ÃÇí, ÇëÏ µ) ïÇåÇ Ñ³ïáõÛÃÇ Ñ³Ù³ñ ³ëáõÙ »Ý, áñ ³ÛÝ ë³ÑÙ³-

Ý³½³ïÇã ÃÇí ãáõÝÇ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: µ) ïÇåÇ Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý Çé³óÇáÝ³É Ãí»ñ, ³Û-
ëÇÝùÝ, Çé³óÇáÝ³É ÃÇí ³ë»Éáí, ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù ³ÛÝåÇëÇ Ñ³ïáõÛÃ, áñÇ  
ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ ãÏ³ Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññ, ÇëÏ í»ñÇÝ ¹³ëáõÙ` ÷áùñ³·áõÛÝ: 
 è³óÇáÝ³É Ãí»ñÇÝ ÝáõÛÝå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»É Ñ³-

ïáõÛÃÝ»ñ: àñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ, Ñ»ï³·³ÛáõÙ ³°) ïÇåÇ Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ 

ã»Ýù ¹Çï³ñÏÇ: r  é³óÇáÝ³É ÃÇíÁ ÏÝáõÛÝ³óÝ»Ýù ³) ïÇåÇ ³ÛÝ Ñ³ïáõÛÃÇ 

Ñ»ï, áñÇ ë³ÑÙ³Ý³½³ïÇã ÃÇíÁ Ñ»°Ýó r -Ý ¿, ³ÛëÇÝùÝ` ³ÛÝ Ñ³ïáõÛÃÇ, áñÇ 

A  ëïáñÇÝ ¹³ëÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ r -Çó ÷áùñ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇó, ÇëÏ r -Ý ÁÝ-

Ï³Í ¿ A   í»ñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç ¨ ³Û¹ ¹³ëÇ ÷áùñ³·áõÛÝ ï³ññÝ ¿: 
 è³óÇáÝ³É ¨ Çé³óÇáÝ³É Ãí»ñÇÝ ï³ÉÇë »Ý ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³Ýí³ÝáõÙ` Çñ³-

Ï³Ý Ãí»ñ: ²ÛëåÇëáí, Ï³Ù³Û³Ï³Ý Çñ³Ï³Ý ÃÇí` ¹³ AA /  Ñ³ïáõÛÃ ¿, ÁÝ¹ 
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áñáõÙ, é³óÇáÝ³É ÃÇíÁ ³) ïÇåÇ Ñ³ïáõÛÃ ¿, Çé³óÇáÝ³ÉÁ` µ) ïÇåÇ: ²é³-

çÇÏ³ÛáõÙ ³Û¹ Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ é³-
óÇáÝ³É Ñ³ïáõÛÃ ¨ Çé³óÇáÝ³É Ñ³ïáõÛÃ: 

 2. Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ï³ñ·³íáñáõÙÁ: ¸Çóáõù áõÝ»Ýù »ñÏáõ 

é³óÇáÝ³É ÃÇí` r  ¨ s , áñï»Õ sr  , ÁÝ¹ áñáõÙ, AAr  / , BBs  / : ²Û¹ 

¹»åùáõÙ A  ¹³ëÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ r -Çó ÷áùñ a  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇó: ØÛáõë 

ÏáÕÙÇó, »Ã» ra  , ³å³ sa  , Ñ»ï¨³µ³ñ Ba : ²ÛëåÇëáí` BA : 

ÜÏ³ï»Ýù, áñ BA  , ù³ÝÇ áñ srr  1  å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ 1r  é³-

óÇáÝ³É Ãí»ñÝ A  ¹³ëÇÝ ã»Ý å³ïÏ³ÝáõÙ, µ³Ûó ÁÝÏ³Í »Ý B  ¹³ëÇ Ù»ç: ê³ 
ÑÇÙù ¿ Í³é³ÛáõÙ Ñ»ï¨Û³É ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³ñ. 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù áõÝ»Ýù »ñÏáõ Çñ³Ï³Ý ÃÇí` AA  /  ¨ 

BB  / : Î³ë»Ýù ³)   , »Ã» BA  , µ)   , »Ã» BA  ¨ 

BA  , ·)   , »Ã»   :    

 ¸Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ñÏáõ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»-

ÕÇ áõÝÇ Ýßí³Í »ñ»ù ¹»åù»ñÇó Ù»ÏÁ ¨ ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏÁ: Æñáù, »Ã» BA  , ³å³ 
³Û¹ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÝ áõÝÇ ÇÝã-áñ ÙÇ ï³ññ, áñÁ ÙÛáõëÇÝ ãÇ 

å³ïÏ³ÝáõÙ, ³ë»Ýù` Aa , µ³Ûó` Ba : ²Ûëï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ B -Ç 

µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ÷áùñ »Ý a -Çó, Ñ»ï¨³µ³ñ` AB  : ´³Ûó AB  , áõëïÇ` 

   (ÙÛáõë ¹»åùáõÙ Ïëï³Ý³ÛÇÝùª   ): 

 ÜÏ³ï»Ýù, áñ å³Ñå³ÝíáõÙ ¿ Ý³¨ ÷áË³Ýó³Ï³ÝáõÃÛ³Ý (ïñ³Ý½ÇïÇ-

íáõÃÛ³Ý) ûñ»ÝùÁ, ³ÛÝ ¿` »Ã»    ¨   , ³å³   : 

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ AA  / -Á Çé³óÇáÝ³É Ñ³ïáõÛÃ ¿, áñå»ë½Ç r  é³-

óÇáÝ³É ÃÇíÁ å³ïÏ³ÝÇ A  ¹³ëÇÝ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ r , 

³ÛëÇÝùÝ` A  ¹³ëÇ Ù»ç ÁÝÏ³Í »Ý ³ÛÝ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, áñáÝù ÷áùñ »Ý  -

Çó, ÇëÏ A  -Ç Ù»ç` Ýñ³Ýù, áñáÝù Ù»Í »Ý  -Çó: ²ÛëÇÝùÝ` Çé³óÇáÝ³É Ñ³-

ïáõÛÃÇ ¹»åùáõÙ ë³ÑÙ³Ý³½³ïÇã ÃíÇ ¹»ñÁ Ï³ï³ñáõÙ ¿   Çé³óÇáÝ³É 

ÃÇíÁ: 

                                                
 ²Ûëù³Ýáí ë³ÑÙ³Ýí³Í »Ýù Ñ³Ù³ñáõÙ Ý³¨    ¨    ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ` Çñ»Ýó ëáíá-

ñ³Ï³Ý ÇÙ³ëïáí: 
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 È»ÙÙ³ 1.1: ºÃ» AA  /  ¨ BB  /  Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ    å³ÛÙ³-

ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ Ï³Ù³Û³Ï³Ý Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý, ³å³ Ýñ³Ýó ÙÇç¨ ·á-
ÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ r  é³óÇáÝ³É ÃÇí`   r : 

 ► ø³ÝÇ áñ BA  ¨ BA  , áõëïÇ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 1r  é³óÇáÝ³É ÃÇí 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ Br 1  ¨ Ar 1 : Ð»ï¨³µ³ñ` Br 1  ¨ Ar 1 , ³ÛëÇÝùÝ` 

  1r : ø³ÝÇ áñ B  ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ, 

áõñ»ÙÝ 1r -Ç ¨  -Ç ÙÇç¨ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ r  é³óÇáÝ³É ÃÇí`  rr1 , áñÝ 

¿É ÏÉÇÝÇ áñáÝ»ÉÇÝ:  

 È»ÙÙ³ 1.2: ¸Çóáõù   ¨   Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ »Ý, áñ Ûáõñ³ù³Ý-

ãÛáõñ 0  é³óÇáÝ³É ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý s  ¨ s  é³óÇáÝ³É Ãí»ñ, 

áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý 

 ³) ,s s s s      ;  

 µ)  ss  

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ   : 

 ► ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, ûñÇÝ³Ï` 

  : Ü³Ëáñ¹ É»ÙÙ³Ý »ñÏáõ ³Ý·³Ù ÏÇñ³é»Éáí` Ïëï³Ý³Ýù 1r  ¨ 2r  é³-

óÇáÝ³É Ãí»ñ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý   21 rr  å³ÛÙ³ÝÇÝ: ØÛáõë 

ÏáÕÙÇó, ³) å³ÛÙ³ÝÇó Ïëï³Ý³Ýù` srrs  21 : ²Ûëï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿` 

012  rrss : ÀÝïñ»Éáí 2 1r r   ` Ï·³Ýù Ñ³Ï³ëáõÃÛ³Ý ((µ) å³Û-

Ù³ÝÁ ãÇ µ³í³ñ³ñíÇ):  

 3. Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉñÇíáõÃÛáõÝÁ: ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù Çñ³Ï³Ý 
Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ³ïáõÛÃÝ»ñ, ³ÛÝ ¿` Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

ïñáÑáõÙ A  ¨ A   »ñÏáõ áã ¹³ï³ñÏ ¹³ë»ñÇ, ³ÛÝå»ë, áñ µ³í³ñ³ñí»Ý Ñ»-
ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ. 
 10. Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ Çñ³Ï³Ý ÃÇí å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ³Û¹ ¹³ë»ñÇó Ù»ÏÇÝ ¨ 
ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏÇÝ: 

 20. A  ¹³ëÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ   ÃÇí ÷áùñ ¿ A   ¹³ëÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ    

ÃíÇó: 
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 Â»áñ»Ù 1.1 (¸»¹»ÏÇÝ¹Ç Ã»áñ»ÙÁ): Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ûáõñ³-

ù³ÝãÛáõñ AA /  Ñ³ïáõÛÃÇ Ñ³Ù³ñ Ï³Ù A  ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ Ï³ Ù»Í³·áõÛÝ 

ï³ññ, Ï³Ù A   í»ñÇÝ ¹³ëáõÙ` ÷áùñ³·áõÛÝ: 
 ²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í` Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ñ³ïáõÛÃ 
áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý³½³ïÇã ÃÇí: 

 ► è³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç ¹Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É AA /  

Ñ³ïáõÛÃÁ. A  ëïáñÇÝ ¹³ëÁ Ï³½Ù»Ýù µáÉáñ ³ÛÝ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇó, áñáÝù 

A  ¹³ëÇó »Ý, ÇëÏ A   ¹³ëÁ` A   ¹³ëÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇó: 

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ AA / -Á Ñ³ïáõÛÃ ¿ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç, 

Ñ»ï¨³µ³ñ, ³ÛÝ ÙÇ Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¿`  , áñÁ å»ïù ¿ ÁÝÏ³Í ÉÇÝÇ A  Ï³Ù A   
¹³ë»ñÇó Ù»ÏÇ áõ ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏÇ Ù»ç: ²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» A , ³å³  -Ý 

A  ¹³ëÇ Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññÝ ¿: ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ, 

³ÛëÇÝùÝ` »ÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» A  ¹³ëáõÙ Ï³  -Çó Ù»Í ÙÇ   ÃÇí`   : È»Ù-

Ù³ 1.2-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ýñ³Ýó ÙÇç¨ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ r  é³óÇáÝ³É ÃÇí` 

  r : ´³Ûó r  å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿, áñ r A , Ñ»ï¨³µ³ñ` 

Ar  , ÇëÏ Ar    å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿, áñ Ar : àõñ»ÙÝ, ÙÇ¨ÝáõÛÝ r  

ÃÇíÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ Ã»° A  ¹³ëÇÝ, ¨ Ã»° A   ¹³ëÇÝ, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ Ñ³-
ïáõÛÃÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³ÝÁ:  

 Ð³Ý·áõÝáñ»Ý ³å³óáõóíáõÙ ¿, áñ »Ã» A  , ³å³  -Ý A   í»ñÇÝ 

¹³ëÇ ÷áùñ³·áõÛÝ ï³ññÝ ¿:  

 4. Öß·ñÇï »½ñ»ñÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ: X  (áã ¹³ï³ñÏ) Ãí³ÛÇÝ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 

ÏáãíáõÙ ¿ í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ M  ÃÇí ³ÛÝåÇëÇÝ, 
áñ  

   ,x M x X   :       (1.1) 

 (1.1) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ M  ÃÇí ÏáãíáõÙ ¿ X  

µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ: ºÃ» M -Á X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ ¿ ¨ MM  , 
³å³ M  -Á ÝáõÛÝå»ë X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ ¿: 

 X  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ý»ñù¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 
m  ÃÇí ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 
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   ,m x x X   :                  (1.2) 

 (1.2) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ m  ÃÇí ÏáãíáõÙ ¿ X  µ³½-

ÙáõÃÛ³Ý ëïáñÇÝ »½ñ: ºÃ» m -Á X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ëïáñÇÝ »½ñ ¿ ¨ mm  , 

³å³ m -Á ÝáõÛÝå»ë X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ëïáñÇÝ »½ñ ¿: 

 ´³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï, »Ã» ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ Ã»° 
í»ñ¨Çó, Ã»° Ý»ñù¨Çó: 

 Â»áñ»Ù 1.2: ì»ñ¨Çó (Ý»ñù¨Çó) ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ 
(ëïáñÇÝ) »½ñ»ñÇ Ù»ç ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÷áùñ³·áõÛÝÁ (Ù»Í³·áõÛÝÁ): 
 ²Û¹ ÷áùñ³·áõÛÝ í»ñÇÝ »½ñÁ ÏáãíáõÙ ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ×ß·ñÇï í»ñÇÝ 

»½ñ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ sup X  ëÇÙíáÉáí ( sup -Á Ï³ñ¹³óíáõÙ ¿` ëáõåñ»ÙáõÙ): 

ÜÙ³Ý³å»ë, Ù»Í³·áõÛÝ ëïáñÇÝ »½ñÁ ÏáãíáõÙ ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ×ß·ñÇï 
ëïáñÇÝ »½ñ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ inf X  ëÇÙíáÉáí ( inf -Á Ï³ñ¹³óíáõÙ ¿` ÇÝýÇ-
ÙáõÙ): ºÃ» X  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ í»ñ¨Çó (Ý»ñù¨Çó) ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ã¿, ÏÝß³Ý³-

Ï»Ýù` sup X   ( inf X   ):  

 ► Î³å³óáõó»Ýù åÝ¹áõÙÝ»ñÇó ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏÁ` í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï X  

µ³½ÙáõÃÛ³Ý ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ (ÙÛáõë åÝ¹áõÙÝ ³é³ç³ñÏáõÙ 
»Ýù ³å³óáõó»É ÇÝùÝáõñáõÛÝ): ¸Çï³ñÏ»Ýù »ñÏáõ ¹»åù. 

 ³) ¸Çóáõù X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ Ù»ç ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ù»Í³·áõÛÝÁ:

 ²Ûë ¹»åùáõÙ Ñ»Ýó ³Û¹ ï³ññÝ ¿É ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ÷áùñ³-
·áõÛÝ í»ñÇÝ »½ñÁ: 

 µ) ¸Çóáõù X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ Ù»ç ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ Ù»Í³·áõÛÝÁ: 
 ²Ûë ¹»åùáõÙ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç Ï³éáõó»Ýù Ñ»ï¨Û³É 

AA /  Ñ³ïáõÛÃÁ. A   í»ñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç ÁÝ¹·ñÏ»Ýù X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý µáÉáñ 

í»ñÇÝ »½ñ»ñÁ, ÇëÏ A  ëïáñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç` ÙÝ³ó³Í Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÁ: Ø³ëÝ³-

íáñ³µ³ñ, X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý µáÉáñ ï³ññ»ñÝ ÁÝÏ³Í ÏÉÇÝ»Ý A  ëïáñÇÝ ¹³ëÇ 

Ù»ç, ù³ÝÇ áñ X  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ å³ïÏ³ÝáÕ X -Ç í»ñÇÝ »½ñ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõ-

ÝÇ (ã¿± áñ X -áõÙ ãÏ³ñ ³Ù»Ý³Ù»Í ï³ññ): 

 ¸Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, áñ A  ëïáñÇÝ ¹³ëáõÙ ãÏ³ Ù»Í³·áõÛÝ ï³ññ: Æñáù, 

»Ã» A , ³å³  -Ý X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ ã¿: ²Û¹ å³ï×³éáí X -

áõÙ, Ñ»ï¨³µ³ñ ¨` A -áõÙ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  -Çó Ù»Í ï³ññ: 
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 ²ÛÅÙ, ¸»¹»ÏÇÝ¹Ç Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, A   í»ñÇÝ ¹³ëÁ ÏáõÝ»Ý³ ³Ù»-

Ý³÷áùñ ï³ññ, ³ÛëÇÝùÝ` X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ»ñÇ Ù»ç Ï³ ÷áùñ³-

·áõÛÝÁ:  

 
¢2. Âì²´²Ü²Î²Ü ¶àðÌàÔàôÂÚàôÜÜºð Æð²Î²Ü ÂìºðÆ Ðºî 

 
 1. Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñÁ: Ø»Ýù ·Çï»Ýù, áñ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ 
ë³ÑÙ³Ýí³Í ¿ ·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ, áñÝ ûÅïí³Í ¿ Ñ»ï¨Û³É ÑÇÙÝ³-
Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí. 
 1) abba  , 

 2) )()( cbacba  , 

 3) aa  0 , 

 4) 0)(  aa , 

 5) »Ã» ba  , ³å³ Ï³Ù³Û³Ï³Ý c  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ` cbca  : 

 ²ÛÅÙ Ù»ñ Ýå³ï³ÏÝ ¿ ·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ ï³ñ³Í»É µáÉáñ Çñ³-
Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, ³ÛÝå»ë, áñ å³Ñå³Ýí»Ý ³Û¹ ÑÇÝ· Ñ³ï-
ÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: 
 Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù Ñ»ï¨Û³É ûÅ³Ý¹³Ï åÝ¹áõÙÁ. 
 È»ÙÙ³ 2.1 ¸Çóáõù  -Ý Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   

é³óÇáÝ³É ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý a  ¨ a  é³óÇáÝ³É Ãí»ñ, áñáÝù 

µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ. 

aa  ,  

 aa : 

 ► ²å³óáõóÙ³Ý Ï³ñÇù Ï³ ÙÇ³ÛÝ Çé³óÇáÝ³É  -Ç ¹»åùáõÙ: ¸Çóáõù` 

AA  /  ¨ Aa 0 , Aa 0 : ¸Çï³ñÏ»Ýù  0 02
a n a    å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³-

í³ñ³ñáÕ n  µÝ³Ï³Ý ÃÇíÁ: Üß³Ý³Ï»Ýù 0n -áí n -Á ã·»ñ³½³ÝóáÕ ¨ 

0 0 2
a n A    å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ ³Ù»Ý³÷áùñ µÝ³Ï³Ý ÃÇíÁ: ØÝáõÙ 

¿ ÝÏ³ï»É, áñ 
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0
0

( 1)
2

na a 
   ¨ 0

0 2
na a     

é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ Ïµ³í³ñ³ñ»Ý Ýßí³Í å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ:  

 ²ÝóÝ»Ýù Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñÙ³Ý ë³ÑÙ³ÝÙ³ÝÁ: ¸Çóáõù  -Ý ¨  -Ý 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý: ¸Çï³ñÏ»Ýù µáÉáñ ³ÛÝ a , a  ¨ b ,b  é³-

óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý  

          aa   ¨  bb                                 (2.1) 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ:   ¨   Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñ ¿ ÏáãíáõÙ ³ÛÝ   ÃÇíÁ, áñÁ 

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿  

   baba                (2.2) 

å³ÛÙ³ÝÇÝ` (2.1)-ÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ a , a , b , b  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Ñ³-
Ù³ñ: 
 ²å³óáõó»Ýù, áñ ³Û¹åÇëÇ   ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ¨ ÙÇ³ÏÝ ¿: 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù (2.1) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ ,a b  Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñ-

Ý»ñÇ }{ ba   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ²ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó, áñáíÑ»ï¨ (2.1)-

ÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ ó³ÝÏ³ó³Í ba   ÃÇí ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ ¿: 

Üß³Ý³Ï»Éáí }sup{ ba  ` ÏáõÝ»Ý³Ýù  

baba    

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  ì»ñçÇÝÇë Ù»ç Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ýß³ÝÝ»ñÁ µ³ó³é-
íáõÙ »Ý, áñáíÑ»ï¨ (2.1) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ ,a b  Ãí»ñÇ Ù»ç ãÏ³ Ù»Í³-

·áõÛÝÁ, ÇëÏ ,a b   Ãí»ñÇ Ù»ç` ÷áùñ³·áõÛÝÁ:  

 ØÇ³ÏáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   

é³óÇáÝ³É ÃÇí: È»ÙÙ³ 2.1-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý (2.1) å³ÛÙ³ÝÇÝ 

µ³í³ñ³ñáÕ a , a  ¨ b , b  é³óÇáÝ³É Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 

2


 aa   ¨ 
2


 bb : 

Ð»ï¨³µ³ñ` 

    )()( baba :                                      (2.3) 
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 ºÃ» 1 -Á ÝáõÛÝå»ë µ³í³ñ³ñÇ (2.2) å³ÛÙ³ÝÇÝ, É»ÙÙ³ 1.2-Ç Ñ³Ù³-

Ó³ÛÝ, Ïëï³Ý³Ýù` 1  : 

 ÜÏ³ï»Ýù, áñ »ñµ   ¨   Ãí»ñÁ é³óÇáÝ³É »Ý, ³Ûë Ýáñ ë³ÑÙ³Ýí³Í 

·áõÙ³ñÁ ¨ Ý³ËÏÇÝ (ëáíáñ³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÝ»ñÇ) ·áõÙ³ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý, 
ù³ÝÇ áñ Ñ»°Ýó Ý³ËÏÇÝ ·áõÙ³ñÝ ¿, áñ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (2.2) å³ÛÙ³ÝÇÝ (¹³ 
³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿ ·áõÙ³ñ»É (2.1)-Ç ÝáõÛÝ³ÝáõÝ ³ÝÑ³í³-
ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ): 
 Â»áñ»Ù 2.1 Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç ë³ÑÙ³Ýí³Í ·áõÙ³ñÙ³Ý 
·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ ûÅïí³Í ¿ 1) - 5) ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí, ³ÛÝ ¿` 

 1)   , 

 2) )()(   , 

 3)   0 , 

 4) Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ   Çñ³Ï³Ý ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ñ³Ï³¹Çñ, 

³ÛëÇÝùÝª ÙÇ Çñ³Ï³Ý ÃÇí, áñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù  -áí, ¨ áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ 

0)(   å³ÛÙ³ÝÇÝ: 

 5) »Ã»    ¨  -Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¿, ³å³   : 

 ► 1)-Á ¨ 2)-Á µËáõÙ »Ý Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó ¨ é³-
óÇáÝ³É Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó: 3)-Ý ³å³-

óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù a , a  ¨ b , b  é³óÇáÝ³É Ãí»ñ, ³ÛÝå»ë, áñ 

aa  , bb  0 : ¶áõÙ³ñÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, áõÝ»Ýùª 

baba  0 : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇóª baaaba   : êï³óí»ó, áñ 0  ¨   

Ãí»ñÝ ÁÝÏ³Í »Ý ba   ¨ ba   Ãí»ñÇ ÙÇç¨, áñáÝó ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³-

ñáÕ »Ýù Ï³Ù³Û³å»ë ÷áùñ ¹³ñÓÝ»É (ï»°ë (2.3)-Á), Ñ»ï¨³µ³ñ, É»ÙÙ³ 1.2-Ç 
Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³Û¹ Ãí»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý: 

 4)-Ý ³å³óáõó»Ýù Çé³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ì»ñóÝ»Ýù AA  /  

Çé³óÇáÝ³É ÃÇíÁ ¨ áñáÝ»ÉÇ   ÃÇíÁ áñáß»Ýù Ñ»ï¨Û³É BB /  Ñ³ïáõÛÃÇ 

ÙÇçáóáí. B  ëïáñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç Ý»ñ·ñ³í»Ýù µáÉáñ a  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, 

áñï»Õ Aa  , ÇëÏ B   í»ñÇÝ ¹³ëÇ Ù»çª µáÉáñ a  Ãí»ñÁ, áñï»Õ Aa : 
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 ¶áõÙ³ñÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, )(   -Ý ÙÇ³Ï ÃÇíÝ ¿, áñÇ 

Ñ³Ù³ñ 

)()()( aaaa   : 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ µáÉáñ Aa , Aa   ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ:  

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, áõÝ»Ýù aaaa  0 : Ð»ï¨³µ³ñ, )(    ¨ 0  

Ãí»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý: 
 5)-Ý ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ý³Ë û·ïí»Ýù É»ÙÙ³ 1.1-Çó. ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 

1r  ¨ 2r  é³óÇáÝ³É Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ   21 rr : ²ÛÝáõÑ»ï¨, Ñ³-

Ù³Ó³ÛÝ É»ÙÙ³ 2.1-Ç, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý c , c  é³óÇáÝ³É Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, 

áñ µ³í³ñ³ñí»Ý cc    ¨ 12 rrcc   å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ: 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

  crcr 21 :  

 Ð»ï¨³Ýù:    ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ 0  ³ÝÑ³-

í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ:  

 2. Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ:   ¨   Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ 

ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ý³Ë ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ¹ñ³Ýù ¹ñ³Ï³Ý »Ýª 0 , 0 : ¸Ç-

ï³ñÏ»Ýù µáÉáñ ³ÛÝ a , a  ¨ b , b   é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý  

   aa  0 ,  bb  0                          (2.4) 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ:   ¨   ¹ñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É ¿ ÏáãíáõÙ ³ÛÝ   ÃÇíÁ, 

áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿  

    baab                (2.5) 

å³ÛÙ³ÝÇÝª (2.4)-ÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ a , a , b , b  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ 

Ñ³Ù³ñ:  
 ²å³óáõó»Ýù, áñ ³Û¹åÇëÇ   ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ¨ ÙÇ³ÏÝ ¿: 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù }{ab  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ²ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó, áñáí-

Ñ»ï¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ba   ÃÇí ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ ¿: Üß³Ý³Ï»Ýùª 



¢2.  Âí³µ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ»ï 17

}sup{ab : Öß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, (2.4)-ÇÝ 

µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ a , a , b , b  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýùª  

baab   : 

 ²Ûëï»Õ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ýß³ÝÝ»ñÁ µ³ó³éíáõÙ »Ý, áñáíÑ»ï¨ (2.4) 

å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ a  Ãí»ñÇ Ù»ç ãÏ³ Ù»Í³·áõÛÝÁ, ÇëÏ a  Ãí»ñÇ Ù»çª 

÷áùñ³·áõÛÝÁ: 
 ºÉÝ»Éáí É»ÙÙ³ 1.2-Çóª (2.5) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ   ÃíÇ ÙÇ³Ïáõ-

ÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿ óáõÛó ï³É, áñ ba   ¨ ab  ïÇåÇ 

Ãí»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÷áùñ ¹³ñÓÝ»É Ï³Ù³Û³Ï³Ý ¹ñ³Ï³Ý 

ÃíÇó: ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí a  ¨ b  ïÇåÇ Ãí»ñÇó ýÇùë»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ñ-

ÏáõëÁª 0a  ¨ 0b , ¨ ëïáñ¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ a  ¨ b  Ãí»ñÁ, áñáÝù 

µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý 

0aa   ¨ 0bb                                                (2.6) 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: 
 ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: (2.4) ¨ (2.6) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ 

a , a  ¨ b , b  Ãí»ñÝ ÁÝïñ»Ýù ³ÛÝå»ë, áñ µ³í³ñ³ñí»Ý 

 aa ,   bb  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: 
 ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

)()()( 00 baaabbbaabba  , 

³ÛëÇÝùÝ` a b ab    ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù ó³ÝÏ³ó³Í ã³÷áí ÷áùñ 

¹³ñÓÝ»É, ÇÝãÁ ¨ å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ñ ³å³óáõó»É: 

 ÜÏ³ï»Ýù, áñ »ñµ   ¨   Ãí»ñÁ é³óÇáÝ³É »Ý, ³å³ Ýñ³Ýó ëáíáñ³-

Ï³Ý    ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ  Ïµ³í³ñ³ñÇ (2.5) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ: 

²ÛëÇÝùÝ, é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³Ýí³Í ³Ûë Ýáñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ 
ÏÑ³ÙÁÝÏÝÇ Ý³ËÏÇÝáõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í ³ñï³¹ñÛ³ÉÇÝ: 
 àã ¹ñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ (»ñµ ·áÝ» Ù»ÏÁ ¹ñ³Ï³Ý ã¿) ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý-
íáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 
 ³) »Ã» ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÁ ½ñá ¿, ³å³ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ½ñá ¿ª  
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  00 , 
ÇëÏ ÙÝ³ó³Í ¹»åù»ñáõÙ ·áñÍáõÙ ¿ ëáíáñ³Ï³Ý §Ýß³ÝÇ Ï³ÝáÝÁ¦.  

 µ)   , »ñµ  -Ý ¨  -Ý ÝáõÛÝ Ýß³ÝÇ »Ý, 

 ·)    , »ñµ  -Ý ¨  -Ý ï³ñµ»ñ Ýß³ÝÝ»ñÇ »Ý: 

 Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ûÅïí³Í ¿ Ñ»ï¨Û³É ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõ-
ÃÛáõÝÝ»ñáí. 
 1)   , 

 2) )()(   , 

 3)  1 , 
 4) Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  Çñ³Ï³Ý ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ñ³Ï³-

¹³ñÓ, ³ÛëÇÝùÝª ÙÇ Çñ³Ï³Ý ÃÇí, áñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù 
1


-áí, ¨ áñÁ µ³í³ñ³-

ñáõÙ ¿ 11



  å³ÛÙ³ÝÇÝ: 

 5)   )( , 

 6) »Ã»    ¨ 0 , ³å³   : 

 ²Ûë Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³å³óáõóÙ³Ý íñ³ Ù»Ýù Ï³Ý· ã»Ýù ³éÝÇ, ó³Ý-
ÏáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ ÁÝÃ»ñóáÕÝ ³Û¹ ³ßË³ï³ÝùÁ Ï³ñáÕ ¿ Ï³ï³ñ»É ÇÝù-
ÝáõñáõÛÝ: 
 ºÃ» áñ¨¿ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ë³ÑÙ³Ýí³Í »Ý ·áõÙ³ñÙ³Ý ¨ µ³½Ù³-
å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ, áñáÝù ûÅïí³Í »Ý í»ñÁ Ýßí³Í Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ-
Ý»ñáí, ³å³ ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ï³ñ·³íáñí³Í ¹³ßï: àõëïÇ, 
³ÛëáõÑ»ï Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù Ý³¨ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ 
¹³ßï: 
 

¢3. Æð²Î²Ü ÂìºðÆ Ðºî²¶² Ð²îÎàôÂÚàôÜÜºðÀ 
 

 1. ²ñÙ³ïÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ: Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ Ù»½ 
ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¿ ï³ÉÇë ëáíáñ³Ï³ÝÇ å»ë ë³ÑÙ³Ý»É ³ÙµáÕç óáõóÇãáí 
³ëïÇ×³ÝÁ ¨ Ï³Ù³Û³Ï³Ý n  ³ëïÇ×³ÝÇ Ãí³µ³Ý³Ï³Ý ³ñÙ³ïÁ: 

                                                
 n -Á Ù»ÏÇó Ù»Í µÝ³Ï³Ý ÃÇí ¿: 
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 Â»áñ»Ù 3.1: Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïáõÙ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

     n :             (3.1) 

 ►  -Ç ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ 6-ñ¹ 

ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÇó: ²å³óáõó»Ýù  -Ç ·áÛáõÃÛáõÝÁ: 

 Î³ñáÕ »Ýù »ÝÃ³¹ñ»É, áñ (3.1) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ   é³óÇáÝ³É 

ÃÇí ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ (Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿): è³-

óÇáÝ³É Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç Ï³éáõó»Ýù XX /  Ñ³ïáõÛÃÁ Ñ»ï¨Û³É 

Ï»ñå. X  ëïáñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç ÁÝ¹·ñÏ»Ýù µáÉáñ µ³ó³ë³Ï³Ý é³óÇáÝ³É Ãí»-

ñÁ, 0 -Ý ¨ ³ÛÝ ¹ñ³Ï³Ý é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý nx  

å³ÛÙ³ÝÇÝ: X   í»ñÇÝ ¹³ëÁ Ï³½Ù»Ýù ÙÝ³ó³Í x  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇó 

(¹Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, áñ ³éÏ³ ¿ Ñ³ïáõÛÃ): Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ X  ¹³ëÁ ½áõñÏ 
ã¿ ¹ñ³Ï³Ý Ãí»ñÇó: Æñáù, »Ã» í»ñóÝ»Ýù m  µÝ³Ï³Ý ÃÇíÝ ³ÛÝå»ë, áñ 

µ³í³ñ³ñíÇ 
1
m

  å³ÛÙ³ÝÁ, ³å³, ßÝáñÑÇí 
1 1n

m m
    

 
 ·Ý³Ñ³-

ï³Ï³ÝÝ»ñÇ,  ÏáõÝ»Ý³Ýùª X
m


1
: 

  Üß³Ý³Ï»Ýù XX  /  ¨ ³å³óáõó»Ýù, áñ ³Û¹   ÃÇíÁ µ³í³ñ³ñáõÙ 

¿ (3.1) å³ÛÙ³ÝÇÝ: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù xx  0  ³ÝÑ³í³ë³ñáõ-

ÃÛáõÝÝ»ñÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ áñ¨¿ x  ¨ x  é³óÇáÝ³É Ãí»ñ: ¸ñ³Ï³Ý ÏáÕÙ»ñáí 
³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ µ³ñÓñ³óÝ»Éáí n  ³ëïÇ×³Ý (¹³ ÃáõÛÉ³ïñ»ÉÇ ¿ª  

ßÝáñÑÇí Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ 6-ñ¹ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý), 

Ïëï³Ý³Ýùª  : 

ØÛáõë ÏáÕÙÇóª  ¨ , Ñ»ï¨³µ³ñª : 

ØÝáõÙ ¿ ÏÇñ³é»É É»ÙÙ³ 1.2-Á. í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý  ÃÇí ¨ ,  

¹ñ³Ï³Ý é³óÇáÝ³É Ãí»ñÝ ³ÛÝå»ë, áñ µ³í³ñ³ñí»Ý  ¨ 

 å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ (ï»'ë É»ÙÙ³ 2.1-Á): Î³ñáÕ »Ýù Ñ³Ù³ñ»É, áñ -Á 

ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ ÙÇ áñ¨¿ ýÇùë³Í -Á: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

nnn xx  

Xx0 Xx  nn xx 
0 x x
x x  

x x    x

0x
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1
0

1221 )...)((   nnnnnnn xnxxxxxxxxxx  , 

³ÛëÇÝùÝ` n nx x   ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù Ï³Ù³Û³å»ë ÷áùñ ¹³ñÓ-

Ý»É: ²ÛëåÇëáíª  n :  

 ²ñÙ³ïÇ ·áÛáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»Éáõó Ñ»ïá ëáíáñ³Ï³Ý Ó¨áí ë³ÑÙ³Ý-

íáõÙ ¿ (¹ñ³Ï³Ý ÃíÇ) é³óÇáÝ³É óáõóÇãáí ³ëïÇ×³Ýª 
m

n mna a , ¨ ³å³-

óáõóíáõÙ »Ý é³óÇáÝ³É óáõóÇãáí ³ëïÇ×³ÝÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ. 

1) 2121 rrrr aaa  , 

2) 2121 : rrrr aaa  ,   

3) rrr baab )( ,  

4) rrr baba /)/(  , 

5) 2121 )( rrrr aa  , 

6) ºÃ» 1a , ³å³ ( ) rf r a  ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ µ³½-

ÙáõÃÛ³Ý íñ³: 
 2. Æñ³Ï³Ý óáõóÇãáí ³ëïÇ×³Ý: Ü³Ë ¹Çï³ñÏ»Ýù Ù»ÏÇó Ù»Í ÑÇÙùÇ 

¹»åùÁ` 1a , ¨ ë³ÑÙ³Ý»Ýù a  ³ëïÇ×³Ý, áñï»Õ  -Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý 

Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¿: ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí ¹Çï³ñÏ»Ýù 

bb                                                     (3.2) 

å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ b  ¨ b  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: 1a   Çñ³Ï³Ý ÃíÇ   Çñ³Ï³Ý ³ëïÇ×³Ý ¿ ÏáãíáõÙ ³ÛÝ 

  Çñ³Ï³Ý ÃÇíÁ, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿  

    bb aa                (3.3) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝª (3.2) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ b , b  é³-

óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ: 
 ²ÛÅÙ óáõÛó ï³Ýù, áñ ³Û¹åÇëÇ   ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ¨ ÙÇ³ÏÝ ¿: 

 ø³ÝÇ áñ ra -Á ³×áÕ ¿ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, ³ÛëÇÝùÝ` 

bb   å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿ bb aa   å³ÛÙ³ÝÁ, áõëïÇ  ba  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 
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í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ 0ba   Ãíáí, áñï»Õ 0b -Á  -Çó Ù»Í Ï³Ù³Û³Ï³Ý 

é³óÇáÝ³É ÃÇí ¿: Üß³Ý³Ï»Éáí  basup ª ÏáõÝ»Ý³Ýù  

bb aa    

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁª (3.2)-ÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ b , b  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ 

Ñ³Ù³ñ: ²Ûëï»Õ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ýß³ÝÝ»ñÁ µ³ó³éíáõÙ »Ý, áñáíÑ»ï¨ ba  

ï»ëùÇ Ãí»ñÇ Ù»ç ãÏ³ ³Ù»Ý³Ù»ÍÁ, ÇëÏ ba   ï»ëùÇ Ãí»ñÇ Ù»ç` ³Ù»Ý³-

÷áùñÁ: 

 ØÇ³ÏáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ óáõÛó ï³Ýù, áñ bb aa   ï³ñµ»-

ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù Ï³Ù³Û³å»ë ÷áùñ ¹³ñÓÝ»É (áñÇó Ñ»ïá ÏÏÇñ³é»Ýù 
É»ÙÙ³ 1.2-Á): 

 Ü³Ë, »Ã» b  ¨ b  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÝ ÁÝïñ»Ýù ³ÛÝå»ë, áñ µ³í³ñ³ñíÇ 

n
bb 1
  å³ÛÙ³ÝÁ ( n -Á Ñ»ï³·³ÛáõÙ ÏÁÝïñ»Ýù), ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

 
1

1 1b b b b b b na a a a a a   
     

 
 :                                   (3.4) 

 Üß³Ý³Ï»Ýùª n
n xa 1
1

 ¨ û·ïí»Ýù ´»éÝáõÉÇÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇóª 

 1 1n
n nx nx   : ²Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù 

n
axn

1
  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõ-

ÝÁ, áñÝ ¿É, Ñ³Ù³¹ñ»Éáí (3.4)-Ç Ñ»ï, ÏáõÝ»Ý³Ýù   

1b b b aa a a
n

 
   

·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ: 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇóª 0bb aa  , Ñ»ï¨³µ³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ  
n

aaaa bbb 1
0


   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: àñå»ë½Ç ³çáõÙ ëï³óí³Í ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ 
÷áùñ ¹³éÝ³ Ý³Ë³å»ë ïñí³Í 0  ÃíÇó, µ³í³Ï³Ý ¿ í»ñóÝ»É 


)1(0 


 aan

b

: 
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 ²ÛëåÇëáí ³ëïÇ×³ÝÇ ·áÛáõÃÛáõÝÝ áõ ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõóí³Í ¿:  

 ÜÏ³ï»Ýù Ý³¨, áñ »Ã»  -Ý é³óÇáÝ³É ÃÇí ¿, ³å³ ³Ûë Ýáñ ë³ÑÙ³Ý-

í³Í a  ³ñÅ»ùÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ Ýñ³ ëáíáñ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ñ»ï: Æñáù. ù³ÝÇ 

áñ ra -Á ³×áÕ ¿, áõëïÇ Ñ»Ýó a -Ç ëáíáñ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¿, áñ µ³í³ñ³ñáõÙ 

¿ (3.3) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ: 

 10  a  ¹»åùáõÙ a -Á ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ 
1a
a





   
 

 Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ùµ:  

 Üß»Ýù, áñ Ý³Ëáñ¹ Ï»ïÇ í»ñçáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í é³óÇáÝ³É óáõóÇãáí 
³ëïÇ×³ÝÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ å³Ñå³ÝíáõÙ »Ý Ý³¨ Ï³Ù³Û³-
Ï³Ý Çñ³Ï³Ý ³ëïÇ×³ÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ: ²å³óáõó»Ýù, ûñÇÝ³Ï, ¹ñ³ÝóÇó 

³é³çÇÝÁ`   aaa , áñï»Õ  -Ý ¨  -Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý: 

 ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí ¹Çï³ñÏ»Ýù bb    ¨ cc    å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ 

µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ b , b , c , c  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ: Æñ³Ï³Ý óáõóÇãáí 

³ëïÇ×³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝª áõÝ»Ýù 

  bb aaa   ,  cc aaa   ,   cbcb aaa     

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ²é³çÇÝ »ñÏáõëÝ ³Ý¹³Ù ³é ³Ý¹³Ù µ³½Ù³-
å³ïÏ»Éáíª Ïëï³Ý³Ýù  

b c b ca a a a       

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ²ÛëåÇëáí,  a  ¨ a a   Ãí»ñÝ ÁÝÏ³Í »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ 
cba   ¨ cba   Ãí»ñÇ ÙÇç¨, áñáÝó ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù Ï³Ù³Û³å»ë 

÷áùñ ¹³ñÓÝ»É: Ð»ï¨³µ³ñ, É»ÙÙ³ 1.2-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝª  aaa  : 

 3. Èá·³ñÇÃÙÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ: ²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» 0, 1a a   ¨ 0 , 

³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ alog , ³ÛëÇÝùÝ` ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï   Çñ³Ï³Ý 

ÃÇí, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿  

     a               (3.5) 

å³ÛÙ³ÝÇÝ: 

 ²Ûë åÝ¹áõÙÝ ³å³óáõó»Ýù 1a   ¹»åùáõÙ: 10  a  ¹»åùáõÙ alog -Ý  
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Ïáñáß»Ýù 1log loga
a

    Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ùµ: 

 ºÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» (3.5) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ   é³óÇáÝ³É ÃÇí ·áÛáõ-

ÃÛáõÝ ãáõÝÇ (Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ åÝ¹áõÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿): è³óÇáÝ³É Ãí»-

ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç ¹Çï³ñÏ»Ýù XX /  Ñ³ïáõÛÃÁ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. X  

ëïáñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç ÁÝ¹·ñÏ»Ýù xa  å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ x  é³-

óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, ÇëÏ X   í»ñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç` xa  å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ 

µáÉáñ x  é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ: ¸Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, áñ ³Û¹ ¹³ë»ñÁ ¹³ï³ñÏ ã»Ý: 

Æñáù, ù³ÝÇ áñ )1()1(1  anana n  ¨ 
)1(

11




ana
a n

n , áõëïÇ 

µ³í³Ï³Ý³ã³÷ Ù»Í n -»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÏáõÝ»Ý³Ýùª 
nn aa   , 

³ÛëÇÝùÝ` Xn  ¨ Xn  : 

 Ð³ïáõÛÃÇ ÙÝ³ó³Í Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ³ÏÝÑ³Ûï »Ý: Üß³Ý³Ï»Éáí 

XX  /  ¨ ¹Çï³ñÏ»Éáí xx    å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ x , x  
é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

   xx aaa    ¨  xx aa   :          (3.6) 

 ø³ÝÇ áñ xx aa   ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù Ï³Ù³Û³å»ë ÷áùñ 

¹³ñÓÝ»É, ³å³ É»ÙÙ³ 1.2-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝª (3.6) å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿ (3.5) Ñ³-

í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

  -Ç ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÝ ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï¨áõÙ ¿ óáõóã³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×áÕ 

ÉÇÝ»Éáõó:  
 4. Æñ³Ï³Ý ÃíÇ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ: ¸Çóáõù   Çñ³Ï³Ý ÃÇ-

íÁ áã ³ÙµáÕç ¿, ¨ áã ¿Éª í»ñç³íáñ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³Ï: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ C  ³ÙµáÕç ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

1 CC   

(áñå»ë C  í»ñóÝáõÙ »Ýù AA  /  Ñ³ïáõÛÃÇ A  ëïáñÇÝ ¹³ëÇÝ å³ïÏ³-

ÝáÕ ³ÙµáÕç Ãí»ñÇó Ù»Í³·áõÛÝÁ): 
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 ²ÛÝáõÑ»ï¨, í»ñóÝ»Ýù 1c  Ãí³Ýß³ÝÝ ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³  

10
1,, 11  cCcC   

ÏñÏÝ³ÏÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: Ð³çáñ¹ ù³ÛÉáõÙ ÁÝïñ»Ýù 2c  Ãí³Ýß³ÝÁª 

³å³Ñáí»Éáí 

22121 10
1,,  ccCccC   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

  Þ³ñáõÝ³Ï»Ýùª »Ã» 121 ,...,, nccc  Ãí³Ýß³ÝÝ»ñÝ ³ñ¹»Ý ÁÝïñí³Í »Ý, 

nc  Ãí³Ýß³ÝÝ ÁÝïñ»Ýù ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ µ³í³ñ³ñíÇ  

nnn cccCcccC
10

1...,..., 2121   

å³ÛÙ³ÝÁ: 
 ²Ûë åñáó»ëÝ ³Ýí»ñç ß³ñáõÝ³Ï»Éáíª Ïëï³Ý³Ýù, ³Ûëå»ë Ïáãí³Í, ³Ý-

í»ñç ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³Ï` ......, 21 ncccC , áñÇ Ñ³Ù³ñ µ³í³ñ³ñíáõÙ 

»Ý Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ. 

  nnn cccCcccC
10

1...,..., 2121  , ,...2,1n :              (3.7) 

 ºñµ  -Ý ³ÙµáÕç ÃÇí ¿ Ï³Ùª í»ñç³íáñ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³Ï, 

ÏñÏÇÝ ÝáõÛÝ Ó¨áí Ïëï³Ý³Ýù ......, 21 ncccC  ³Ýí»ñç ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïá-

ñ³Ï, ÙÇ³ÛÝ Ã» ³Ûë ³Ý·³Ù (3.7)-Ç ÷áË³ñ»Ý Ï³é³ç³Ý³  

  nnn cccCcccC
10

1...,..., 2121                 (3.7°) 

å³ÛÙ³ÝÁ: 

  úñÇÝ³Ï` 718,2  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ »ññáñ¹ ù³ÛÉáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýù  

 ³) 310
1718,2718,2   Ï³Ù µ) 310

1717,2717,2  : 

 ²Ûë »ñÏáõ ¹»åù»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ ÏáõÝ»Ý³ Çñ ß³ñáõÝ³ÏáõÃÛáõÝÁ. 
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³)-Ý ß³ñáõÝ³Ï»Éáõ Ñ³çáñ¹ µáÉáñ ÝÇß»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý 0-Ý»ñ` 0...54  cc , 

ÇëÏ µ)-Ý` 9-»ñ, 9...54  cc : 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ......, 21 ncccC  ³Ýí»ñç ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÁ ÏáãíáõÙ 

¿   ÃíÇ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ, »Ã»  

  1 2 1 2
1, ... , ...

10n n nC c c c C c c c   , ,...2,1n :               (3.8) 

  ºÉÝ»Éáí É»ÙÙ³ 1.2-Çóª ï³ñµ»ñ Ãí»ñ ã»Ý Ï³ñáÕ áõÝ»Ý³É ÝáõÛÝ í»ñÉáõÍáõ-

ÃÛáõÝÁ, áñáíÑ»ï¨, n -Á Ù»Í í»ñóÝ»Éáõ ßÝáñÑÇí, n10
1

-Á Ï³ñáÕ »Ýù ÷áùñ 

¹³ñÓÝ»É Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  é³óÇáÝ³É ÃíÇó: Æñáù, n10
1

 å³ÛÙ³ÝÁ 

Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ 

110 n  å³ÛÙ³ÝÇÝ ¨, ù³ÝÇ áñ nn 10  (³å³óáõó»°É), 

µ³í³Ï³Ý ¿ í»ñóÝ»Éª 

1

n : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, Ñ³ñó ¿ Í³·áõÙ. ³ñ¹Ûá±ù ³Ûë ·áñÍÁÝÃ³óÇÝ ÏÙ³ëÝ³Ïó»Ý 
µáÉáñ ³Ýí»ñç ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÝ»ñÁ: ²ÛëÇÝùÝ` »Ã» í»ñóÝ»Ýù 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ³Ýí»ñç ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³Ï` ......, 21 nbbbB , ³ñ¹Ûáù 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ± ³ÛÝåÇëÇ   ÃÇí, áñÇ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ 

Ñ»°Ýó ......, 21 nbbbB  Ïáïáñ³ÏÝ ¿ª  

  1 2 1 2
1, ... , ...

10n n nB b b b B b b b   :                    (3.8°) 

 ä³ï³ëË³ÝÁ ¹ñ³Ï³Ý ¿: ²å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ýß³Ý³Ï»Ýùª 

nn bbbBB ..., 21 , nnn bbbBB
10

1..., 21   ¨ ÝÏ³ï»Ýù, áñ nB -Á ³×áÕ ¿, ÇëÏ 

nB -Á` Ýí³½áÕ (É³ÛÝ ÇÙ³ëïáí): Ð»ï¨³µ³ñ, mn BB  , ,...2,1, mn : 

 ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù  nB  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ø³ÝÇ áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý mB  ³Û¹ 

                                                
 Æñáù.  max , n k k mk m n B B B B      : 
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µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ ¿, áõëïÇ ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó: 

Üß³Ý³Ï»Éáí  nBsup ª ÏáõÝ»Ý³Ýù 

nn BB    

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, ³ÛëÇÝùÝª (3.8°)-Á: 
 ºÃ» (3.7°) å³ÛÙ³ÝáõÙ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ýß³ÝÁ ÃáõÛÉ³ïñ»Ýù ÙÇ³ÛÝ 
Ó³ËÇó, ³å³ µ)-Ý Ïµ³ó³éíÇ ¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Çñ³Ï³Ý ÃÇí ÏáõÝ»Ý³ Ù»Ï ¨ 
ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ (ûñÇÝ³Ï` 718,2  ÃíÇ 

ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ ÏÑ³Ù³ñíÇ 2,71800... 2,718(0)  ³Ýí»ñç 

ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÁ ¨ áã Ã» ÙÛáõë §Ñ³í³ÏÝáñ¹Á¦ª 2,717(9) -Á):  

 ²í»ÉÇÝ, »Ã» å³ÛÙ³Ý³íáñí»Ýù Ý³¨ ³Ýí»ñç ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³Ï-
Ý»ñÇ ß³ñùáõÙ 9 å³ñµ»ñáõÃÛ³Ùµ Ïáïáñ³ÏÝ»ñÁ ã¹Çï³ñÏ»Éª ÷áË³ñÇÝ»Éáí 
¹ñ³Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý í»ñç³íáñ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÝ»ñáí 
( 2,717(9) 2,718 ), ³å³ (3.8) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ÙÇçáóáí Çñ³Ï³Ý 

Ãí»ñÇ ¨ ³Ýí»ñç ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÝ»ñÇ ÙÇç¨ Ïëï»ÕÍíÇ ÷áË³-
¹³ñÓ³µ³ñ ÙÇ³ñÅ»ù Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛáõÝ:  
 ¸åñáó³Ï³Ý ¹³ëÁÝÃ³óÇó ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ Ñ³ÛïÝÇ ¿, áñ é³óÇáÝ³É ÃíÇ 
ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ í»ñç³íáñ ¿ (»±ñµ) Ï³Ùª ³Ýí»ñç  å³ñµ»-
ñ³Ï³Ý (³å³óáõó»°É): Ð»ï¨³µ³ñ,  Çé³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ ³ÛÝ ³Ýí»ñç ï³ë-
Ýáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÝ»ñÝ »Ý, áñáÝù å³ñµ»ñ³Ï³Ý ã»Ý: 
 5. Âí³ÛÇÝ ³é³Ýóù: ÐÇß»óÝ»Ýù, Ã» ÇÝãå»ë ¿ÇÝ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ 
ï»Õ³¹ñáõÙ Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³:  
 üÇùë»Ýù áõÕÕÇ (áñÇÝ ¿É Ñ»Ýó Ï³Ýí³Ý»Ýù Ãí³ÛÇÝ ³é³Ýóù) áñ¨¿ Ñ³ï-
í³Í ¨ ¹ñ³ Ó³Ë áõ ³ç Í³Ûñ³Ï»ï»ñÇÝ í»ñ³·ñ»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³-
µ³ñ  0 ¨ 1 Ãí»ñÁ: ²Û¹ Ñ³ïí³ÍÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ÙÇ³íáñ Ñ³ïí³Í: ²ÛÝáõÑ»-

ï¨, 
n
m

 ¹ñ³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»Ýù áõÕÕÇ ³ÛÝ Ï»ïÁ, 

áñÁ ëï³óíáõÙ ¿ ÙÇ³íáñ Ñ³ïí³ÍÇ 
n
1

 Ù³ëÁ` ëÏë³Í 0 Ï»ïÇó m  ³Ý·³Ù 

Ñ³çáñ¹³µ³ñ ï»Õ³¹ñ»Éáí (0-Çó ¹»åÇ 1 áõÕÕáõÃÛ³Ùµ` Ó³ËÇó ¹»åÇ ³ç): 

n
m

  µ³ó³ë³Ï³Ý ÃíÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝáõÙ »Ýù
n
m

 Ï»ïÇ ëÇÙ»ïñÇÏ 

Ï»ïÁ 0 Ï»ïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ:  
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 Æé³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ ï»Õ³¹ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñ ¹Çï³-

ñÏ»Ýù   Çé³óÇáÝ³É ÃíÇ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ`  

......, 1 nccC  ,  1 1
1: , ... , ... :

10n n n nnC C c c C c c C      , 

¨ Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ ¹Çï³ñÏ»Ýù  nnn CC  ,  Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³Í-

Ý»ñÁ: 

 ºñÏñ³ã³÷³Ï³Ý áõÕÕÇ ÉñÇíáõÃÛ³Ý í»ñ³µ»ñÛ³É ³ùëÇáÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

áõÕÕÇ íñ³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï M  Ï»ï, áñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ µáÉáñ ³Û¹ 

Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇÝ:   ÃíÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»Ýù Ñ»°Ýó ³Û¹ M  Ï»ïÁ: 

 ºÉÝ»Éáí Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ ³å³óáõóí³Í ³ÛÝ åÝ¹áõÙÇó, áñ ï³ñµ»ñ 

Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ ã»Ý Ï³ñáÕ áõÝ»Ý³É ÝáõÛÝ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁª 

¹Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ï³ñµ»ñ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý 
Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ ï³ñµ»ñ Ï»ï»ñ:    

 ²ÛÅÙ ³å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛëåÇëÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ 

ëå³éíáõÙ »Ý áõÕÕÇ µáÉáñ Ï»ï»ñÁ ¨, ³ÛëåÇëáí, ³é³ç³ÝáõÙ ¿ ÷áËÙÇ³ñ-
Å»ù Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛáõÝ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý ¨ áõÕÕÇ Ï»ï»ñÇ 
µ³½ÙáõÃÛ³Ý ÙÇç¨: 

 ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí ¹ñ³Ï³Ý ÏÇë³³é³ÝóùÇ íñ³ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 

M  Ï»ï, áñÇÝ é³óÇáÝ³É ÃÇí ãÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ, ¨ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ 

µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç ¹Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É AA /  Ñ³ïáõÛÃÁ. A   í»ñÇÝ ¹³ëÇ 

Ù»ç ÁÝ¹·ñÏ»Ýù µáÉáñ ³ÛÝ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 

Ï»ï»ñÁ Ãí³ÛÇÝ áõÕÕÇ íñ³ ÁÝÏ³Í »Ý M -Çó ³ç, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í é³óÇáÝ³É 

Ãí»ñÁ Ý»ñ³é»Ýù A  ëïáñÇÝ ¹³ëÇ Ù»ç: êïáõ·»Ýù, áñ ëï³óí»É ¿ Ñ³ïáõÛÃ: 

¸ñ³ Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ  

 ³) A  -Á ¹³ï³ñÏ ã¿, 

 µ) »Ã» Aa   ¨ aa 1 , ³å³ Aa 1 : 

 ²Ûë »ñÏáõ åÝ¹áõÙÝ»ñÇó ³é³çÇÝÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ñ³ï-

í³ÍÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É ²ñùÇÙ»¹Ç ³ùëÇáÙÇó, Áëï áñÇ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ n  

µÝ³Ï³Ý ÃÇí, áñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ï»ïÝ ÁÝÏ³Í ¿ M -Çó ³ç: ÆëÏ µ) 
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åÝ¹áõÙÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇÝ Ï»ï»ñ 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»Éáõ Ï³ÝáÝÇó: 

 ²ÛëåÇëáí, AA  / -Á Çé³óÇáÝ³É ÃÇí ¿: ØÝáõÙ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ Ãí³ÛÇÝ 

³é³ÝóùÇ íñ³   ÃíÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ï»ïÁ Ñ»°Ýó M -Ý ¿: 
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II ¶ÈàôÊ 
ê²ÐØ²ÜÜºðÆ îºêàôÂÚàôÜ 

 
¢1. Ð²æàð¸²Î²ÜàôÂÚ²Ü ê²ÐØ²Ü 

 
 1. Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ´Ý³Ï³Ý ³ñ·áõÙ»ÝïÇ 
ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ëáíáñ³-

µ³ñ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý  nx  ëÇÙíáÉáí Ï³Ù ·ñáõÙ »Ý 1 2, ,..., ,...nx x x  ï»ëùáí: 

1x -Á ÏáãíáõÙ ¿ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³é³çÇÝ ³Ý¹³Ù, 2x -Áª »ñÏñáñ¹ ¨ ³ÛÉÝ: 

nx -Á ÏáãíáõÙ ¿ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý n -ñ¹ ³Ý¹³Ù Ï³Ù` ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³Ý¹³Ù:  

 ä³ñ½áõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ, ³ÛëáõÑ»ï nx -Á Ïû·ï³·áñÍ»Ýù Ý³¨ áñå»ë Ñ³-

çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ýß³Ý³ÏáõÙ` ÁÝ¹áõÝí³Í  nx  Ýß³Ý³ÏÙ³Ý ÷áË³ñ»Ý:   

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: a  ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³Ý, »Ã» 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( )N N   µÝ³Ï³Ý ÃÇí*, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

    nn N x a     :        (1.1) 

 (1.1)-Á Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý N -Çó Ù»Í Ñ³Ù³ñ (ÇÝ-

¹»ùë) áõÝ»óáÕ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý nx a      å³ÛÙ³ÝÇÝ 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿,  

na x a                                                   (1.1') 

å³ÛÙ³ÝÇÝ: 

 (1.1')-Á Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ nx  Ï»ïÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ 

( , )а а    ÙÇç³Ï³ÛùÇÝ, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ a  Ï»ïÇ  -ßñç³Ï³Ûù: 

 Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ï³É Ý³¨, ³Ûë-
å»ë Ïáãí³Í, ßñç³Ï³Ûù»ñÇ É»½íáí. 

                                                
*  ·ñ»É³Ó¨Á Ù³ïÝ³ÝßáõÙ ¿, áñ -Á, ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë ³ë³Í, Ï³Ëí³Í ¿ -Çó: ( )N  N 
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 a  ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³Ý, »Ã»  

 ³) a -Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý ßñç³Ï³Ûù* å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³Ýáõ-

ÃÛ³Ý µáÉáñ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ` ëÏë³Í ÇÝã-áñ Ñ³Ù³ñÇó, 
Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿, 
   µ) a -Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý ßñç³Ï³ÛùÇó ¹áõñë Ï³ñáÕ »Ý ·ïÝí»É nx  Ñ³çáñ¹³-

Ï³ÝáõÃÛ³Ý ÙÇ³ÛÝ í»ñç³íáñ ù³Ý³Ïáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ: 
 ºñµ a  ÃÇíÁ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³Ý ¿, Ï³ë»Ýù nx -Á Ó·ïáõÙ ¿ 

a -Çª n -Á ³Ýí»ñçÇ Ó·ï»ÉÇë: ¸³ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù nx a  Ï³Ù lim nn
x a


  

ëÇÙíáÉÝ»ñáí:  
 ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³Ûë ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç 0   ÃÇíÁ Ï³ñáÕ »Ýù Ï³Ù³Û³å»ë 

÷áùñ í»ñóÝ»É: Ð»ï¨³µ³ñ, nx a  Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³-

ñÇó, nx -Á áñù³Ý Ï³Ù»Ý³Ýù Ùáï ¿ ¹³éÝáõÙ a  ÃíÇÝ (³Û¹ Ñ³Ù³ñÁ 

Ï³Ëí³Í ¿ Ùáï»óÙ³Ý ã³÷Çó): 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ:  

 1. 
1 0nx
n

  : ²å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   

ÃÇí: ä»ïù ¿ ·ïÝ»Ýù ³ÛÝåÇëÇ ( )N   µÝ³Ï³Ý ÃÇí, áñ ( )n N   å³ÛÙ³-

ÝÇó Ñ»ï¨Ç  

1 0
n

   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 
1
n

 : ì»ñçÇÝë Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ 

1n


  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ: àñå»ë ( )N   Ï³ñáÕ »Ýù í»ñóÝ»É 
1

 
  

-Çó 

Ù»Í Ï³Ù Ñ³í³ë³ñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ûñÇÝ³Ï`
1( ) 1N 

    

:  

 2. 
1 ( 1) 0

n

nx
n

 
  :  

                                                
* Þñç³Ï³Ûù ³ë»Éáíª Ñ³ëÏ³ÝáõÙ »Ýù áñ¨¿ - ßñç³Ï³Ûù: 
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 ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: ø³ÝÇ áñ 
2

nx
n

 , µ³í³Ï³Ý ¿ å³-

Ñ³Ýç»É, áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ 
2
n

  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ÈáõÍ»Éáí ³ÛÝ` 

Ïëï³Ý³Ýù 
2n


 : àñå»ë ( )N   Ï³ñáÕ »Ýù í»ñóÝ»É 
2 1

    

-Á: 

 3. 1,n
nx a   áñï»Õ 1a  : Üß³Ý³Ï»Ýù` 1n

na y  : ÎáõÝ»Ý³Ýù` 

(1 )n
na y   ¨, ÜÛáõïáÝÇ »ñÏ³Ý¹³ÙÇ µ³Ý³Ó¨Çó »ÉÝ»Éáí, Ïëï³Ý³Ýù` 

1 na ny  : àõëïÇ`  

1
n

ay
n


 :                                                 (1.2) 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: ä»ïù ¿ ³å³óáõó»Ýù, áñ 

ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó, µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿  

1n a    

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` ny  : ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ µ³í³ñ³ñ ¿ 

(ï»°ë (1.2)) 

1a
n


  

å³ÛÙ³ÝÁ: ÈáõÍ»Éáí ³Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÙÁ` Ïëï³Ý³Ýù 
1an




 : àñå»ë 

( )N   Ï³ñáÕ »Ýù í»ñóÝ»É 
1 1a


    

-Á: 

 4. 0,n
nx q   áñï»Õ 0 1q  : òáõÛó ï³Ýù, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   

ÃíÇ Ñ³Ù³ñ, ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó, µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿ 
nq   å³ÛÙ³ÝÁ: 

ÈáõÍ»Éáí ³Û¹ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÙÁ` Ïëï³Ý³Ýù 
lg
lg

n
q


 :  àñå»ë ( )N   Ï³- 
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ñáÕ »Ýù í»ñóÝ»É 
lg
lg q
 

 
  

-Çó Ù»Í Ï³Ù³Û³Ï³Ý µÝ³Ï³Ý ÃÇí: 

  ê³ÑÙ³ÝáõÙ: Î³ë»Ýù, áñ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ó·ïáõÙ ¿ åÉÛáõë 

³Ýí»ñçáõÃÛ³Ý ¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýùª nx  , »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ E ÃíÇ Ñ³-

Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( )N E  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

( ) :nn N E x E    

Î³ë»Ýù, áñ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ó·ïáõÙ ¿ ÙÇÝáõë ³Ýí»ñçáõÃÛ³Ý ¨ 

ÏÝß³Ý³Ï»Ýùª nx  , »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ E ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

( )N E  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

( ) :nn N E x E    

 Î³Ù³Û³Ï³Ý E  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ( , )E   ÙÇç³Ï³ÛùÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù  -Ç 

ßñç³Ï³Ûù, ÇëÏ ( , )E  ÙÇç³Ï³ÛùÁª  -Ç ßñç³Ï³Ûù: ²Ýí»ñç ë³ÑÙ³ÝÇ 

ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ¨ë Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ó¨³Ï»ñå»É ßñç³Ï³Ûù»ñÇ É»½íáí, ÇÝãÁ ÃáÕÝáõÙ 
»Ýù ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ:  
 Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï, »Ã» ³ÛÝ Ó·ïáõÙ ¿ í»ñç³íáñ 
ë³ÑÙ³ÝÇ, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ ï³ñ³Ù»ï: 

2. ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ å³ñ½³·áõÛÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÁ:  

 Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 1: ºÃ» nx a  ¨ a p , ³å³ ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó` 

nx p : ºÃ» nx a  ¨ a q , ³å³ ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó` nx q : 

   ²é³çÇÝ ¹»åùáõÙ ë³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç í»ñóÝ»Éáí a p   ` 

Ïëï³Ý³Ýù np a x   , »ñµ ( )n N  : ÜáõÛÝ Ó¨áí Ï³å³óáõó»Ýù Ý³¨ 

ÙÛáõë ¹»åùÁ:  

 Ø³ëÝ³íáñ ¹»åù: ²Ûë Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ù»ç í»ñóÝ»Éáí 0 ( 0)p q  ` 

Ïëï³Ý³Ýù Ñ»ï¨Û³É ³ñ¹ÛáõÝùÁ. »Ã» Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ ¹ñ³-

                                                
 ²ÛëáõÑ»ï`   ëÇÙíáÉÁ ÝáõÛÝ³óíáõÙ ¿   ëÇÙíáÉÇ Ñ»ï: 
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Ï³Ý ¿ (µ³ó³ë³Ï³Ý ¿), ³å³ ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó, Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 
³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ÝáõÛÝå»ë ¹ñ³Ï³Ý »Ý (µ³ó³ë³Ï³Ý »Ý):                                          

 Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 2: ºÃ» ( )n nx p x q   ¨ nx a , ³å³ ( )a p a q  : 

  ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÃ» a p , ³å³, ³é³çÇÝ 

Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó` nx p , áñÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ 

ïñí³Í å³ÛÙ³ÝÇÝ: ÜáõÛÝ Ó¨áí Ï³å³óáõó»Ýù Ý³¨ ÙÛáõë ¹»åùÁ:  

 ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» ³Ûë Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ù»ç nx p  å³ÛÙ³ÝÁ ÷áË³-

ñÇÝ»Ýù nx p  å³ÛÙ³Ýáí, ³å³ a p  »½ñ³Ï³óáõÃÛáõÝÁ ãÇ Ï³ñ»ÉÇ ÷á-

Ë³ñÇÝ»É a p  »½ñ³Ï³óáõÃÛ³Ùµ: Æñáù. ûñÇÝ³Ï 
1 0nx
n

  , µ³Ûó 

0nx  : 

 Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 3: ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ ÙÇ³ÏÝ ¿: 

  ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù nx a  ¨ 

nx b , ÁÝ¹ áñáõÙ, a b : ²é³Ýó ÁÝ¹Ñ³ÝñáõÃÛáõÝÁ Ë³Ëï»Éáõ` Ï³ñáÕ »Ýù 

»ÝÃ³¹ñ»É, Ã» a b : ê³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç í»ñóÝ»Éáí 
2

b a 
 , 

Ïëï³Ý³Ýù. 

³) ,
2n

a bx a  
   »Ã» 1n N  ¨ µ) ,

2 n
a b b x

   »Ã» 2n N : 

 Üß³Ý³Ï»Ýù  1 2max ,N N N : ºñµ n N , nx -Á Ïµ³í³ñ³ñÇ Ã»° ³), 

Ã»° µ) å³ÛÙ³ÝÇÝ, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: * 

 Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 4: ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿**: 

  ºÝÃ³¹ñ»Ýù` nx a  ( a -Ý í»ñç³íáñ ¿): ²å³óáõó»Ýù, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ  

                                                
* öáñÓ»ù Ñ³Ý·áõÝáñ»Ý ³å³óáõó»É ³í»ÉÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ åÝ¹áõÙ. »Ã» Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ áõÝÇ 
ë³ÑÙ³Ý (Ã»Ïáõ½ ³Ýí»ñç), ³å³ ³Û¹ ë³ÑÙ³ÝÁ ÙÇ³ÏÝ ¿: 
** Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï, »Ã» µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿ (1.3) å³ÛÙ³ÝÁ: 
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áõÝ»Ý m  ¨ M  Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  

, 1,2,...nm x M n   :                                    (1.3) 

ê³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç í»ñóÝ»Éáí 1  ` Ïëï³Ý³Ýù  

1 1na x a    , »ñµ n N :                                   (1.4) 

Üß³Ý³Ï»Éáí    1 2 1 2min 1, , ,..., , max 1, , ,...,N Nm a x x x M a x x x    ` 

(1.4)-Çó Ïëï³Ý³Ýù (1.3)-Á:  

 3. ²Ýí»ñç ÷áùñ»ñ:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³Ýí»ñç ÷áùñ, »Ã» 

0nx  : 

 Â»áñ»Ù 1.1: àñå»ë½Ç nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³ÙÇïÇ a  ÃíÇÝ, 

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ nx a  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÉÇÝÇ ³Ýí»ñç 

÷áùñ: 
 ²Ûë Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ë³ÑÙ³ÝÇ ¨ ³Ýí»ñç 

÷áùñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇó: 

 È»ÙÙ³ 1.1: ì»ñç³íáñ Ãíáí ³Ýí»ñç ÷áùñ»ñÇ ·áõÙ³ñÝ ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿: 

  ²å³óáõó»Ýù n  ¨ n  »ñÏáõ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ: àõÝ»Ýù` 

0n   ¨ 0n  , å»ïù ¿ ³å³óáõó»É, áñ 0n n   : ì»ñóÝ»Ýù 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: ê³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ`  

2n
  , »ñµ 1n N  ¨ 

2n
  , »ñµ 2n N : 

 Üß³Ý³Ï»Éáí  1 2max ,N N N ` ÏáõÝ»Ý³Ýù.  

2 2n n n n
           , »ñµ n N ,  

ÇÝã ¨ å»ïù ¿ñ ³å³óáõó»É: 

 ºñÏáõëÇó ³í»ÉÇ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ ¹»åùÝ ³å³óáõóíáõÙ ¿ Ù³Ã»Ù³ïÇ-

Ï³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹áí:  
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 È»ÙÙ³ 1.2: ê³ÑÙ³Ý³÷³Ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ¨ ³Ýí»ñç ÷áùñÇ  
³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿: 

  àõÝ»Ýù, áñ ÙÇ ÇÝã áñ ¹ñ³Ï³Ý L  ÃíÇ Ñ³Ù³ñª  nx L  ¨ 0n  : 

²å³óáõó»Ýù, áñ 0n nx   : ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: ê³ÑÙ³ÝÇ 

ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( )N   µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

( ) nn N
L
    : 

²Û¹ ¹»åùáõÙ n -Ç ÝáõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÏáõÝ»Ý³Ýù`  

n n n nx x L
L
     , 

ÇÝãÝ ¿É Ñ»Ýó Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 0n nx   :   

 4. ²Ýí»ñç Ù»Í»ñ:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³Ýí»ñç Ù»Í, »Ã» 

nx  : 

 Â»áñ»Ù 1.2: àñå»ë½Ç nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ* ÉÇÝÇ ³Ýí»ñç Ù»Í, ³Ý-

Ññ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ 
1

nx
 Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÉÇÝÇ ³Ýí»ñç ÷áùñ: 

  ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: àõÝ»Ýù` nx  , å»ïù ¿ ³å³óáõó»É, áñ 

1 0
nx
 : ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: ²Ýí»ñç ë³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³Ý-

Ù³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( )N   µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

1( ) nn N x


   : 

²Û¹ ¹»åùáõÙ n -Ç ÝáõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÏáõÝ»Ý³Ýù`  

                                                
* ºÝÃ³¹ñíáõÙ ¿, áñ  0, 1,2,... :nx n 
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1 1

n nx x
  , 

ÇÝãÝ ¿É Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 
1

nx
-Á ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿: ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÝ ³å³-

óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ï³ñáõÙ »Ýù Ñ³Ï³é³Ï Ñ»ñÃ³-

Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ:  

 5. Âí³µ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ ½áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÇ Ñ»ï: 

 Â»áñ»Ù 1.3: ºÃ» nx a , ny b  ( a -Ý, b -Ý í»ñç³íáñ »Ý), ³å³  

 1) n nx y a b   ; 

 2) n nx y ab ; 

 3) n

n

x a
y b

 , »Ã» 0, 0ny b  : 

  1)-Ç ³å³óáõÛóÁ: ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: ê³ÑÙ³ÝÇ ë³Ñ-

Ù³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 1N  ¨ 2N  µÝ³Ï³Ý Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, 

áñ 

1 2nn N x a 
    ;  2 2nn N y b 

    : 

Üß³Ý³Ï»Ýù`  1 2max ,N N N : ºñµ n N , ÏáõÝ»Ý³Ýù` 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2n n n n n nx y a b x a y b x a y b                 : 

  2)-Ç ³å³óáõÛóÁ:  ø³ÝÇ áñ ny  ½áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³Ñ-

Ù³Ý³÷³Ï ¿` ny M , áõëïÇ 0a   ¹»åùáõÙ ³å³óáõÛóÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ 

É»ÙÙ³ 1.2-Çó: ¸Çóáõù` 0a  : àõÝ»Ýù` 

  ( ) ( )n n n n n n n nx y ab y x a a y b y x a a y b         :   (1.5)    

ê³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 1N  ¨ 2N  µÝ³-

Ï³Ý Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  
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1 2nn N x a
M


    ;  2 2nn N y b
a


    : 

 Üß³Ý³Ï»Ýù`  1 2max ,N N N : ºñµ n N , (1.5)-Çó ÏáõÝ»Ý³Ýù`  

n nx y ab   , 

ÇÝã ¨ å»ïù ¿ñ ³å³óáõó»É: 

  3)-Ç ³å³óáõÛóÁ: ²å³óáõó»Ýù, áñ 
1 1

ny b
 , ¨ Ñ³ñóÁ Ïµ»ñíÇ Ý³Ëáñ¹ 

¹»åùÇÝ: àõÝ»Ýù`  

   
1 1 nn

n n n

y bb y
y b by y b


   :            (1.6) 

 

 ø³ÝÇ áñ 0ny b   (áñáíÑ»ï¨ n nb y b y   ), ½áõ·³Ù»ï Ñ³-

çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ å³ñ½³·áõÛÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó ³é³çÇÝÇ Ñ³Ù³-

Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 1N  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

    1 2n

b
n N y   :            (1.7) 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: ê³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³-

Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 2N  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   
2

2 2n
bn N y b     :           (1.8) 

 Üß³Ý³Ï»Ýù`  1 2max ,N N N : Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (1.7) ¨ (1.8) ·Ý³Ñ³-

ï³Ï³ÝÝ»ñÁ` (1.6) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó  Ïëï³Ý³Ýù 

1 1

n

n N
y b

    , 

áñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿` 
1 1

ny b
 :  
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 ú·ïí»Éáí Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹Çó` Ã»áñ»Ù 1.3-Ç 1) ¨ 
2) åÝ¹áõÙÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³å³óáõó»É ó³ÝÏ³ó³Í Ãíáí ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ Ï³Ù 
³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ: 
 àñå»ë ûñÇÝ³Ï, ¹Çï³ñÏ»Ýù ³Ýí»ñç Ýí³½áÕ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý åñá·-

ñ»ëÇ³Ý`   2 1, , , ..., , ...na aq aq aq  ; 0 1q  : 

 Üß³Ý³Ï»Ýù` 1... n
nS a aq aq     : 

 àñå»ë ³Ýí»ñç Ýí³½áÕ åñá·ñ»ëÇ³ÛÇ S  ·áõÙ³ñ ÁÝ¹áõÝíáõÙ ¿ lim nn
S


 

ë³ÑÙ³ÝÁ: Ð³ßí»Ýù ³Û¹ ·áõÙ³ñÁ: ø³ÝÇ áñ 0nq  , áõëïÇ`  

1 (1 )
1 1 1

n
n

n
q a aS a q
q q q


   

  
: 

 ²ÛëåÇëáí, ëï³ó³Ýù 
1

aS
q




 µ³Ý³Ó¨Á: 

 6. ²ÝáñáßáõÃÛáõÝÝ»ñ: Î³ë»Ýù n

n

x
y

  0ny   Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ 
0
0

 ï»ë-

ùÇ ³ÝáñáßáõÃÛáõÝ ¿ *, »Ã» 0nx  , 0ny  : 

 ²ÝáñáßáõÃÛáõÝ ³Ýí³ÝáõÙÁ å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ ³ÛÝ Ñ³Ý·³Ù³Ýùáí, áñ 

0nx  , 0ny   å³ÛÙ³ÝÇ ³éÏ³ÛáõÃÛ³Ùµ n

n

x
y

 Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ ï³ñµ»ñ 

¹»åù»ñáõÙ Ï³ñáÕ ¿ Ó·ï»É Ã»' í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÇ, Ã»'  , Ã»'  , ¨ Ã»'  
ë³ÑÙ³Ý ãáõÝ»Ý³É: 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 ³) n
ax
n

 , 
1

ny
n

   n

n

x
a

y
 ; 

 µ) 2

1
nx

n
 , 3

1
ny

n
   n

n

x
n

y
   ; 

 ·) 
( 1)n

nx
n


 , 
1

ny
n

   ( 1)nn

n

x
y

  : 

                                                
* ²Ûë ï»ñÙÇÝ³µ³ÝáõÃÛáõÝÁ Ïû·ï³·áñÍ»Ýù  ÙÇ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý Ñ³ßí»ÉÇë: 
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ì»ñçÇÝ ¹»åùáõÙ n

n

x
y

 Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ: 

 ÜÙ³Ý Ó¨áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ 



 ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛáõÝÁ:  

 úñÇÝ³Ï: ¸Çóáõù`  2 ( 1)n
nx n   , ny n : ÎáõÝ»Ý³Ýù`  

2 ( 1)nn

n

x
y

   : ²Ûë ¹»åùáõÙ` nx  , ny  , ÇëÏ n

n

x
y

 Ñ³ñ³µ»ñáõ-

ÃÛáõÝÁ áã ÙÇ ë³ÑÙ³ÝÇ ãÇ Ó·ïáõÙ: 
 ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏíáõÙ ¿ ë³ÑÙ³Ý»É 0    ¨    ï»ëùÇ 

³ÝáñáßáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ¨ µ»ñ»É ûñÇÝ³ÏÝ»ñ: 
 7. ê³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³ÝóáõÙ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ:  

 Â»áñ»Ù 1.4: ºÃ» nx a , ny b  ¨ nn yx  , ³å³ a b :  

  ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù` b a : ì»ñó-

Ý»Ýù áñ¨¿ c  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ b c a  : ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³Ýáõ-

ÃÛáõÝÝ»ñÇ ³é³çÇÝ å³ñ½³·áõÛÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 

1N  ¨ 2N  µÝ³Ï³Ý Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  

1 nn N x c   ;  2 nn N y c   : 

 Üß³Ý³Ï»Éáí  1 2max ,N N N ` ÏáõÝ»Ý³Ýù  

n nn N y c x    , 

áñÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ Ã»áñ»ÙÇ å³ÛÙ³ÝÇÝ:  

 Â»áñ»Ù 1.5: ºÃ» n n nx z y  , nx a , ny a , ³å³ nz a : 

  ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: ê³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³-

Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 1N  ¨ 2N  Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 

1 nn N a x    ;  2 nn N y a     : 

 Üß³Ý³Ï»Éáí  1 2max ,N N N ` ÏáõÝ»Ý³Ýù 
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n n nn N a x z y a         , 

³ÛëÇÝùÝ` nz a :  

 úñÇÝ³Ï: ¸Çóáõù` 
2 2 2

1 1 1...
1 2

nz
n n n n

   
  

: 

 àõÝ»Ýù` 

2 2 1
n

n nz
n n n

 
 

 

(ÙÇ ¹»åùáõÙ ³Ù»Ý³÷áùñ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ »Ýù µ³½Ù³å³ïÏáõÙ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ 
Ãíáí, ÙÛáõë ¹»åùáõÙ` ³Ù»Ý³Ù»ÍÁ): 
 ø³ÝÇ áñ  

  
2

1 1
11

n
n n

n

 
 

 ¨ 
2

2

1 1
11 1

n
n

n

 
 

,* 

áõëïÇ 1nz  :  

 
¢2. ØàÜàîàÜ Ð²æàð¸²Î²ÜàôÂÚàôÜÜºð 

 
 1. ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³×áÕ Ï³Ù ³×áÕª É³ÛÝ 

ÇÙ³ëïáí, »Ã» 1n nx x  , 1,2,...n  : ºÃ» 1n nx x  , Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

ÏáãíáõÙ ¿ ËÇëï ³×áÕ: ÜÙ³Ý Ó¨áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ËÇëï Ýí³½áÕ ¨ É³ÛÝ 
ÇÙ³ëïáí Ýí³½áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ: 

 nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÙáÝáïáÝ, »Ã» ³ÛÝ ³×áÕ ¿ Ï³Ùª 

Ýí³½áÕ: 
 Â»áñ»Ù 2.1: ºÃ» ³×áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó, 
³å³ ³ÛÝ ½áõ·³Ù»ï ¿, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` Ó·ïáõÙ ¿  : 

                                                
* ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏáõÙ »Ýù ËÇëï ³å³óáõó»É ³Ûë »ñÏáõ ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: 
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  àõÝ»Ýùª 1 2 ... ...nx x x     ¨ nx M : Öß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÇ ·áÛáõ-

ÃÛ³Ý Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ 

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ áõÝÇ í»ñç³íáñ ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñ: Üß³Ý³Ï»Ýù 

 sup na x  

¨ ³å³óáõó»Ýù, áñ nx a : 

 ø³ÝÇ áñ a -Ý nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½Ùáõ-

ÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ ¿, ³å³ nx a : 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: ø³ÝÇ áñ a -Ý í»ñÇÝ »½ñ»ñÇó 

÷áùñ³·áõÛÝÝ ¿, ³å³ ( )a  -Á í»ñÇÝ »½ñ ã¿: Ð»ï¨³µ³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

0n  ³ÛÝå»ë, áñ 

0nx a   : 

 ØáÝáïáÝáõÃÛ³Ý ßÝáñÑÇí ÏáõÝ»Ý³Ýùª 
0n nx x , »ñµ 0n n : ²ÛëÇÝùÝ`  

00 n nn n a x x a a         : 

 Ð»ï¨³µ³ñª nx a :  

 ²ÛÅÙ ³å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» ³×áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï 
ã¿ í»ñ¨Çó, ³å³ ³ÛÝ Ó·ïáõÙ ¿  : 

²å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý  ÃÇí: ø³ÝÇ áñ  Ñ³-

çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ã¿ í»ñ¨Çó, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ , 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ : ØáÝáïáÝáõÃÛ³Ý ßÝáñÑÇí ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

, 

ÇÝãÁ ¨ å»ïù ¿ñ ³å³óáõó»É:  

 ÜÙ³Ý Ó¨áí Ï³å³óáõóíÇ Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ. 
 Â»áñ»Ù 2.1°: ºÃ» Ýí³½áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ 

Ý»ñù¨Çó, ³å³ ³ÛÝ ½áõ·³Ù»ï ¿, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` Ó·ïáõÙ ¿ : 
¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: Ü»ñÏ³Û³óí³Í åÝ¹áõÙÝ»ñÁ ×Çßï »Ý Ý³¨ ³ÛÝ Ñ³çáñ-

¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñáÝù ÙáÝáïáÝ »Ýª ëÏë³Í ÙÇ ÇÝã-áñ Ñ³Ù³ñÇó: 
²Û¹åÇëÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý Ç í»ñçá ÙáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³-
Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ: 

E nx

0n

0nx E

00 n nn n x x E   


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 úñÇÝ³Ï: ¸Çóáõùª 
!

n

n
ax
n

 , 0a  : àõÝ»Ýùª 1 1
1

n

n

x a
x n
  


, »Ã» n -Á µ³-

í³Ï³Ý³ã³÷ Ù»Í ¿: Ð»ï¨³µ³ñ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ Ç í»ñçá Ýí³½áÕ ¿: 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ¹ñ³Ï³Ý ¿, Ñ»ï¨³µ³ñª ë³ÑÙ³-

Ý³÷³Ï ¿ Ý»ñù¨Çó: Â»áñ»Ù 2.1°-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

½áõ·³Ù»ï ¿` nx c : 

 ²å³óáõó»Ýù, áñ 0c  : àõÝ»Ýùª 

1 1n n
ax x

n 


: 

 Ð³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ Ù³ë»ñáõÙ ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇª Ïëï³Ý³Ýù 

0 0c c   : 

 2. e ÃÇíÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù 
11

n

nx
n

   
 

 Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ: ²å³óáõ-

ó»Ýù, áñ ³ÛÝ  ³×áÕ ¿ ¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï (í»ñ¨Çó):  
 ÜÛáõïáÝÇ »ñÏ³Ý¹³ÙÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, áõÝ»Ýùª 

21 ( 1) 1 ( 1)...( 1) 1 ( 1)...1 11 ... ...
2! ! !

1 1 1 1 2 11 1 1 ... 1 1 ... 1
2! !

1 1 2 1... 1 1 ... 1 :
!

k n

n
n n n n n k n nx n

n n k n n n
k

n k n n n
n

n n n n

                     
     

                     
      

            
    

 (2.1)  

 ²Ûëï»ÕÇó µËáõÙ ¿, áñ nx -Á ËÇëï ³×áÕ ¿: Æñáù. n -Á ( 1n  )-áí ÷áË³-

ñÇÝ»ÉÇëª ÏÙ»Í³Ý³Ý µáÉáñ ÷³Ï³·Í»ñÇ Ù»ç ·ñí³Í Ãí»ñÁ ¨ Ï³í»É³Ý³ ¨ë 

Ù»Ï ¹ñ³Ï³Ý ·áõÙ³ñ»ÉÇ: 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ù³ÝÇ áñ ÷³Ï³·Í»ñÇ Ù»ç ·ñí³Í Ãí»ñÁ ÷áùñ »Ý Ù»ÏÇó, 

Ïëï³Ý³Ýùª 

   
1 11 1 ...
2! !nx

n
     ,  2, 3, ...n  :                      (2.2) 



¢2. ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ 43

 Ð³Ûï³ñ³ñÝ»ñáõÙ 2-Çó Ù»Í ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÁ 2-áí ÷áË³ñÇÝ»ÉÇëª ³Ý-
Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³ç Ù³ëÁ ÏÙ»Í³Ý³, Ñ»ï¨³µ³ñª  

2 1

1 1 1 11 1 ... 1 3
2 2 2 1 1 2n nx        


: 

 ²ÛëåÇëáí` nx -Á ³×áÕ ¨ í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿: 

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 2.1-Ç, 
11

n

nx
n

   
 

 Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, 

áñÇ ë³ÑÙ³ÝÝ ³ÛëáõÑ»ï¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù e -áí. 
1lim 1

n

n
e

n

   
 

: 

3. e ÃíÇ Ùáï³íáñ Ñ³ßíáõÙÁ: òáõÛó ï³Ýù, áñ  

1 11 1 ...
2! !ny

n
      

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÝáõÛÝå»ë ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¿ e  ÃíÇÝ:  

  (2.1) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó áõÝ»Ýùª 

1 1 1 1 2 11 1 1 ... 1 1 ... 1
2! ! n

k x
n k n n n

                    
      

 ( )n k : 

üÇùë»Éáí k -Ý ¨ n -Á Ó·ï»óÝ»Éáí  -Çª Ïëï³Ý³Ýù 

1 11 1 ...
2! !

e
k

     , 1,2,...k  :* 

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí Ý³¨  (2.2) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁª Ïëï³Ý³Ýù 

n nx y e  :                                       (2.3) 

ø³ÝÇ áñ nx e , (2.3)-Çó µËáõÙ ¿, áñ ny e :  

 e  ÃíÇ Ùáï³íáñ Ñ³ßíÙ³Ý µ³Ý³Ó¨ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ ·Ý³Ñ³ï»Ýù 

n m ny y   ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ. 

                                                
* ²Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ¹»åùÁ µ³ó³éíáõÙ ¿, ù³ÝÇ áñ ³Û¹ï»Õ -Ý 

-áí ÷áË³ñÇÝ»ÉÇë, ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ å»ïù ¿ å³Ñå³ÝíÇ: 
k

( 1)k 
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2 1

1 1 1...
( 1)! ( 2)! ( )!

1 1 1 11 ...
( 1)! 2 ( 2)( 3) ( 2)( 3)...( )

1 1 1 11 ...
( 1)! 2 ( 2) ( 2)

1 1 1 2 :1( 1)! ( 1)! 11
2

n m n

m

y y
n n n m

n n n n n n n m

n n n n
n

n n n
n





     
  

 
             

 
          


   

  


 

 ²Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ýÇùë»Éáí n -Á, ÇëÏ m -Á Ó·ï»óÝ»Éáí  -Çª 

Ïëï³Ý³Ýù 

1 2
( 1)! 1n

ne y
n n


  

 
: 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (2.3)-Áª ³Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù 

2

1 20
! ( 1)n

ne y
n n


   


: 

 ø³ÝÇ áñ 2

2 1
( 1)
n
n n





, ³å³ áõÝ»Ýùª 

   
1 10
!ne y

n n
    :           (2.4) 

 Üß³Ý³Ï»Éáí 1 1
!

ne y

n n







, (2.4)-Çó ÏáõÝ»Ý³Ýùª 0 1   ¨, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 

³Ûë Ýß³Ý³ÏÙ³Ý , Ïëï³Ý³Ýùª 

!ne y
n n


  : 

¸³ ÝáõÛÝÝ ¿, áñ 

1 1 11 ...
1! 2! ! !

e
n n n


      ,  0 1  :            (2.5) 
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 (2.5) Ùáï³íáñ Ñ³ßíÙ³Ý µ³Ý³Ó¨Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ e -Ý Çé³óÇáÝ³É ÃÇí 
¿:  
 ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù e -Ý é³óÇáÝ³É 

ÃÇí ¿` 
pe
q

 , ,p qN : ²Û¹ ¹»åùáõÙ, (2.5) µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç í»ñóÝ»Éáí n q , 

Ïëï³Ý³Ýùª 

1 1 11 ...
1! 2! ! !

p
q q q q


      : 

 ²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ ÏáÕÙÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí !q -áí Ïëï³Ý³Ýù, 

áñ / q -Á ³ÙµáÕç ÃÇí ¿, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 

 4. ÞïáÉóÇ Ã»áñ»ÙÁ:  
 Â»áñ»Ù 2.2: ¸Çóáõù ª 

 1)  1 2 ... ...ny y y     , ny  ; 

 2) 1

1

n n

n n

x x
a

y y








: 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ n

n

x
a

y
  ( a -Ý Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É Ã»° í»ñç³íáñ, ¨ Ã»° ³Ýí»ñç): 

  ²å³óáõÛóÁ µ»ñ»Ýù ³ÛÝ ¹»åùÇ Ñ³Ù³ñ, »ñµ a -Ý í»ñç³íáñ ¿:* 

ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: ê³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0 1n   µÝ³Ï³Ý ÃÇí ³ÛÝå»ë, áñ  

1
0

12 2
k k

k k

x x
k n a a

y y
 




     


 : 

 ²ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý µáÉáñ Ù³ë»ñÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí 1k ky y   ¹ñ³Ï³Ý 

Ãíáíª Ïëï³Ý³Ýù 

   1 1 12 2k k k k k ka y y x x a y y 
  

            
   

: 

                                                
*  ¹»åù»ñáõÙ ³å³óáõó»É ÇÝùÝáõñáõÛÝ: a  
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 k -ÇÝ ï³Éáí 0 1,...,n n  ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨, ·áõÙ³ñ»Éáí ëï³óí³Í ÝáõÛ-

Ý³ÝáõÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, Ïëï³Ý³Ýùª 

   
0 0 02 2n n n n n na y y x x a y y             

   
: 

 ²ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý µáÉáñ Ù³ë»ñÁ µ³Å³Ý»Éáí ny  ¹ñ³Ï³Ý ÃíÇ íñ³ 

( 0n -Ý Ï³ñáÕ ¿ÇÝù ³ÛÝå»ë ÁÝïñ»É, áñ ëÏë³Í ³Û¹ Ñ³Ù³ñÇóª 0ny  )ª áñáß  

Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ïá Ïëï³Ý³Ýù  

 0 0 0 01 1
2 2

n n n nn

n n n n n

y x x yxa a
y y y y y

                    
      

:       (2.6) 

 ø³ÝÇ áñ 0 01
2 2

n n

n n

y x
a a

y y
         

  
, ³å³, ëÏë³Í ÙÇ ÇÝã-áñ 1N  

Ñ³Ù³ñÇó ³ÛÝ Ù»Í Ï¹³éÝ³ a   ÃíÇó: ÜÙ³Ý Ó¨áí, ëÏë³Í 2N  Ñ³Ù³ñÇó, 

(2.6) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³ç ÏáÕÙÇ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ÷áùñ Ï¹³éÝ³ 

( )a  -Çó:  

 Üß³Ý³Ï»Éáí  1 2 0max , ,N N N n ª ÏáõÝ»Ý³Ýù  

n

n

x
n N a a

y
       , 

ÇÝã ¨ å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ñ ³å³óáõó»É:  

 Ð»ï¨³Ýù (ÎáßÇÇ Ã»áñ»ÙÁ): ºÃ»  na a , ³å³ 

   1 2 ... na a a a
n

  
  :             (2.7) 

 ²å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ýß³Ý³Ï»Ýùª 1 2 ...n nx a a a    , ny n : ²Û¹ 

¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

1

1

n n
n

n n

x x
a a

y y





 


: 

Ð»ï¨³µ³ñ, (2.7) åÝ¹áõÙÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ÞïáÉóÇ Ã»áñ»ÙÇó: 
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 ÞïáÉóÇ Ã»áñ»ÙÁ í»ñ³µ»ñáõÙ ¿ñ    ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ: ÀÝ-

Ã»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏíáõÙ ¿ ³å³óáõó»É 0 0  ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛáõÝÝ»ñÇ í»-

ñ³µ»ñÛ³É Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ. »Ã» 

 1) 1 2 ... ...ny y y     , 0ny  ;   2) 0nx  ;   3) 1

1

n n

n n

x x
a

y y








, 

³å³ n

n

x
a

y
 : 

 òáõóáõÙ.

     
   

1 1 1( ) ( ) , 1,..., 1

( ) ( ) :
k k k k k k

n n m n n m n n m

a y y x x a y y k n n n m

a y y x x a y y

 

 
  

  

           

       
 5. Ü»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ É»ÙÙ³Ý:  
 Â»áñ»Ù 2.3: ¸Çóáõùª 

 1) nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ³×áÕ ¿, ÇëÏ ny -Á` Ýí³½áÕ;  

 2) n nx y ;  

 3) 0n ny x  : 

  ²Û¹ ¹»åùáõÙ nx  ¨ ny  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ½áõ·³Ù»ï »Ý ¨ áõÝ»Ý 

ÝáõÛÝ ë³ÑÙ³ÝÁ: 

  ø³ÝÇ áñ 1n nx y y  , áõëïÇ nx  ³×áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ í»ñ¨Çó 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: Ð»ï¨³µ³ñ ³ÛÝ ½áõ·³Ù»ï ¿` nx c : ØÛáõë ÏáÕÙÇóª 

1 n nx x y  : ²ÛëÇÝùÝ` ny  Ýí³½áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ  ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ 

Ý»ñù¨Çó, Ñ»ï¨³µ³ñ, ³ÛÝ ÝáõÛÝå»ë ½áõ·³Ù»ï ¿` 1ny c : 

 òáõÛó ï³Ýù, áñ 1c c : Æñáù. 

  10 lim( ) lim limn n n nn n n
y x y x c c

  
      :  

 ºñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÙ: Âí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ ¹Çï³ñÏ»Ýù 

[ , ]n nx y  Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ: 1) ¨ 2) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó ÏáõÝ»Ý³Ýù, áñ ³Û¹ Ñ³ïí³Í-

Ý»ñÁ Ý»ñ¹ñí³Í »Ý ª 
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1 1 2 2[ , ] [ , ] ... [ , ] ...n nx y x y x y    : 

3) å³ÛÙ³ÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿,áñ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó 
Ï³½Ù³Í Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ó·ïáõÙ ¿ 0-Ç: 
 Â»áñ»Ù 2.3-Ç »½ñ³Ï³óáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ù»Ï ¨ 
ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï c  Ï»ï, áñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ³Û¹ µáÉáñ Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇÝ: 

 ²ÛëåÇëáíª Ã»áñ»Ù 2.3-Á Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ Ï³ñáÕ »Ýù Ó¨³Ï»ñå»É 
Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 
 Ü»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ É»ÙÙ³Ý: ºÃ» Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ »ñÏ³-
ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ó·ïáõÙ ¿ 0-Ç, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ù»Ï 
¨ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï Ï»ï, áñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ µáÉáñ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇÝ: 
 

¢3. ºÜÂ²Ð²æàð¸²Î²ÜàôÂÚàôÜ ºì Ø²êÜ²ÎÆ ê²ÐØ²Ü 
 
 1. Ø³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³Ý: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù nx -Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿, ÇëÏ kn -

Ý` µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ËÇëï ³×áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 
kk ny x  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³-

Ï³ÝáõÃÛáõÝ: 

 Â»áñ»Ù 3.1: ºÃ» nx a , ³å³ Ýñ³ Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³-

ÝáõÃÛáõÝ ¨ë ÏÓ·ïÇ ³Û¹ ÝáõÛÝ a  ë³ÑÙ³ÝÇÝ: 

 Â»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÁ ÃáÕÝáõÙ »Ýù ÁÝÃ»ñóáÕÇÝª ëïáõ·»Éáõ ë³ÑÙ³ÝÇ 
ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Çñ ÇÙ³óáõÃÛáõÝÁ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ» 
knx c , áñï»Õ 

knx -Ý nx -Ç áñ¨¿ »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³-

ÝáõÃÛáõÝ ¿, ³å³ c -Ý ÏáãíáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù³ëÝ³ÏÇ ë³Ñ-

Ù³Ý: 

 úñÇÝ³Ï: 1( 1)n
nx    Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýùª 2 1 1kx   , 

2 1kx   : Ð»ï¨³µ³ñ, 1-Á ¨ 1 -Á ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³Ý ³Û¹ 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ nx -Á ³ÛÉ 

Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ ãáõÝÇ: 
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 ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ, Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ áñáß»Éáõ 
Ñ³Ù³ñ, Ñ³ñÙ³ñ ¿ û·ïí»É Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÇó.  

 Â»áñ»Ù 3.2: àñå»ë½Ç a -Ý (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç) Ñ³Ý¹Çë³Ý³ nx  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³Ý, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ  

a -Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý ßñç³Ï³Ûù å³ñáõÝ³ÏÇ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç 

Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ: 

 ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÇ ë³Ñ-

Ù³ÝáõÙÇó: 

´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ: ²å³óáõó»Ýù ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ a -Ý í»ñç³íáñ ¿: 

²é³çÇÝ ù³ÛÉáõÙ í»ñóÝ»Ýù a  Ï»ïÇ ( 1, 1)a a   ßñç³Ï³ÛùÁ: ø³ÝÇ áñ 

³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñ, ³å³ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 1n  ÇÝ¹»ùë, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 
1

1 1na x a    : 

 ºñÏñáñ¹ ù³ÛÉáõÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù a  Ï»ïÇ 
1 1,
2 2

a a   
 

 ßñç³Ï³ÛùÁ: 

ø³ÝÇ áñ ³Û¹ ßñç³Ï³ÛùÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç 

Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 2n , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 2 1n n  ¨ 

2

1 1
2 2na x a    : 

 ºÃ» 1 2 1, , ..., kn n n   ÇÝ¹»ùëÝ»ñÝ ³ñ¹»Ý ÁÝïñí³Í »Ý, kn  ÇÝ¹»ùëÝ 

ÁÝïñáõÙ »Ýù ³ÛÝå»ë, áñ  

1k kn n   ¨ 
1 1

kna x a
k k

    , 2,3,...k  : 

 ²ÛëåÇëÇ ÁÝïñáõÃÛáõÝÝ Çñáù ÑÝ³ñ³íáñ ¿, ù³ÝÇ áñ a  Ï»ïÇ 

1 1,a a
k k

   
 

 ßñç³Ï³ÛùÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ý-

í»ñç Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ: 

 ²ÛëåÇëáíª ëï³ÝáõÙ »Ýù nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 
knx  »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³- 
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Ï³ÝáõÃÛáõÝ, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿  

   
1 1

kna x a
k k

    , 1, 2, ...k   

å³ÛÙ³ÝÇÝ: ²Ûëï»ÕÇó µËáõÙ ¿, áñ 
knx a :  

 a    ¹»åù»ñáõÙ ¹Çï³ñÏáõÙ »Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ( , )k   ¨ 

( , )k   ßñç³Ï³Ûù»ñÁ ¨ Ï³ï³ñáõÙ ÝáõÛÝ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÁ:  

 2. Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ ¨ ëïáñÇÝ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇó Ù»Í³-

·áõÛÝÁ (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç) ÏáãíáõÙ ¿ ³Û¹ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ 

ë³ÑÙ³Ý ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ lim nn
x


 Ï³Ù limsup n

n
x


 ëÇÙíáÉáí: Ø³ëÝ³ÏÇ ë³Ñ-

Ù³ÝÝ»ñÇó ÷áùñ³·áõÛÝÁ (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç) ÏáãíáõÙ ¿ Ñ³çáñ¹³-

Ï³ÝáõÃÛ³Ý ëïáñÇÝ ë³ÑÙ³Ý ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙª lim n
n

x


 Ï³Ù liminf nn
x


: 

 Â»áñ»Ù 3.3 Î³Ù³Û³Ï³Ý Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ áõÝÇ í»ñÇÝ ¨ ëïáñÇÝ 
ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ: 

  ²å³óáõó»Ýù í»ñÇÝ ë³ÑÙ³ÝÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ (ëïáñÇÝÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ 

Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³å³óáõó»É ÝáõÛÝ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí):  

 Ü³Ë, »ñµ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ã¿,  -Ç 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ßñç³Ï³Ûù Ïå³ñáõÝ³ÏÇ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç 

Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ: Ð»ï¨³µ³ñ,  -Á ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 

Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³Ý ¨ ÏÉÇÝÇ Ýñ³ÝóÇó Ù»Í³·áõÛÝÁ: 

 ØÝáõÙ ¿ ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ í»ñ¨Çó 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: 

 Üß³Ý³Ï»Ýùª 1sup{ , ,...}n n ny x x  : 

 ny  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ýí³½áÕ ¿ (É³ÛÝ ÇÙ³ëïáí), Ñ»ï¨³µ³ñ áõÝÇ 

ë³ÑÙ³Ý, í»ñç³íáñ Ï³Ù  : 
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 ²Û¹ ¹»åù»ñÁ ùÝÝ³ñÏ»Ýù ³é³ÝÓÇÝ: 

 ø³ÝÇ áñ n nx y , ³å³ ny   ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª nx  : Ð»-

ï¨³µ³ñ,  -Á ÏÉÇÝÇ nx -Ç ÙÇ³Ï Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÁ, áõëïÇ ¨ª ³Ù»Ý³-

Ù»ÍÁ: 

 ØÝáõÙ ¿ ùÝÝ³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ ny -Á Ýí³½»Éáí Ó·ïáõÙ ¿ c  í»ñç³-

íáñ ë³ÑÙ³ÝÇ: 

 òáõÛó ï³Ýù, áñ Ñ»Ýó c -Ý ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù³ë-

Ý³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇó Ù»Í³·áõÛÝÁ: 
 Æñáù, Ý³Ë c -Çó Ù»Í Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³Ý ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ, áñáíÑ»ï¨ 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ N , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

n nn N y c x c        : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ Ù»Í »Ý 

( )c  -Çó, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ, ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó, ï»ÕÇ ÏáõÝ»Ý³ñ 

ny c    ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 

 ²ÛëåÇëáíª c  Ï»ïÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ( , )c c    ßñç³Ï³Ûù å³ñáõÝ³-

ÏáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ: Ð»ï¨³µ³ñ, c -Ý 

nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³Ý ¿:  

 ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏáõÙ »Ýù ³å³óáõó»É, áñ »Ã» 

lim limn nnn
x x a


  , 

 ³å³ nx a : 

 3. ´áÉó³Ýá - ì³Û»ñßïñ³ëÇ É»ÙÙ³Ý: 

 Â»áñ»Ù 3.4: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ 

å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: 

  ø³ÝÇ áñ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝ»Ý a  ¨ b  Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ na x b  : 
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 ¸Çï³ñÏ»Ýù ,
2

a ba  
  

 ¨ ,
2

a b b 
  

 Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ: ²Û¹ Ñ³ïí³ÍÝ»-

ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÁ Ïå³ñáõÝ³ÏÇ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç Ãíáí ³Ý¹³Ù-

Ý»ñ: ²ÛÝ Ýß³Ý³Ï»Ýù  1 1,a b -áí (»Ã» »ñÏáõ Ï»ë»ñÝ ¿É å³ñáõÝ³Ï»Ý ³Ýí»ñç 

Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ, Ïí»ñóÝ»Ýù áñ¨¿ Ù»ÏÁ):  

 ºñÏñáñ¹ ù³ÛÉáõÙ ÏÇë»Ýù  1 1,a b  Ñ³ïí³ÍÁ ¨  2 2,a b -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù 

³ÛÝ Ï»ëÁ, áñÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç Ãíáí ³Ý-

¹³ÙÝ»ñ: 

 ²Ýí»ñç ß³ñáõÝ³Ï»Ýù ³Ûë åñáó»ëÁ: ²ÛëÇÝùÝ` »Ã»  ,n na b  Ñ³ïí³ÍÁ 

³ñ¹»Ý Ï³éáõó»É »Ýù ³ÛÝå»ë, áñ ³ÛÝ å³ñáõÝ³ÏÇ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 

³Ýí»ñç Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ, ³å³  1 1,n na b   Ñ³ïí³ÍÁ Ï³éáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ 

ÏÇëáõÙ »Ýù   ,n na b -Á ¨ í»ñóÝáõÙ ³ÛÝ Ï»ëÁ, áñÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ nx  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ: 
 ²ÛëåÇëáí, ëï³ÝáõÙ »Ýù Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñ` 

     1 1 2 2, , ... , ...n na b a b a b     , 

áñï»Õ n -ñ¹ Ñ³ïí³ÍÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 
2n

b a
, áñÁ Ó·ïáõÙ ¿   

0-Ç: Ð»ï¨³µ³ñ, Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ 
áõÝÇ ÙÇ c  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

na c ,   nb c : 

 ²Ûëï»ÕÇó µËáõÙ ¿, áñ c  Ï»ïÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ßñç³Ï³Ûù å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ 

áñ¨¿  ,n na b  Ñ³ïí³Í, Ñ»ï¨³µ³ñ ¨` nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç 

Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ: ²ÛëåÇëáí` c -Ý Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³Ý 

¿, ³ÛëÇÝùÝ` ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 
knx  ½áõ·³Ù»ï ( c -ÇÝ Ó·ïáÕ) »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³-

Ï³ÝáõÃÛáõÝ:  

 Ø»Ï ³ÛÉ ³å³óáõÛó:  Â»áñ»Ù 3.3-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝª  lim ,
kn n

n
x x a b


   : 
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¢4. ÎàÞÆÆ ¼àô¶²ØÆîàôÂÚ²Ü êÎ¼´àôÜøÀ 
 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É, »Ã» 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( )N   µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝ-

åÇëÇÝ, áñ 

, n nn n N x x      : 

 ²Ûë å³ÛÙ³ÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ý³¨ ³Ûëå»ë. 

n m nn N x x     , 1,2,...m   : 

1. ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÁ: 

 Â»áñ»Ù 4.1: àñå»ë½Ç nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï, ³Ý-

Ññ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ³ÛÝ ÉÇÝÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É: 

  ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: ¸Çóáõù` nx a  ( a -Ý í»ñç³íáñ ¿): ²Û¹ ¹»å-

ùáõÙ, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ N , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

2nn N x a 
    : 

 Ð»ï¨³µ³ñ, »Ã» , 'n n N , ³å³  

( ) ( )
2 2n n n n n nx x x a a x x a a x                 : 

 ²ÛëåÇëáí, nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É ¿:  

 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ: àõÝ»Ýù  ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ: 

ä»ïù ¿ ³å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ ½áõ·³Ù»ï ¿: 
 Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù, áñ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³Ñ-

Ù³Ý³÷³Ï ¿: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù áñ¨¿  ÃÇí: ¶áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ , 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

, 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 

: 

nx

0 0  N

0, n nn n N x x     

0 0, n n nn n N x x x        
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n -Á ýÇùë»Ýù ¨ Ýß³Ý³Ï»Ýù`  

 0 1 2min , , ,...,n Nm x x x x  , 

  0 1 2max , , ,...,n NM x x x x  : 

ÎáõÝ»Ý³Ýù` nm x M   ¨, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ´áÉó³Ýá-ì³Û»ñßïñ³ëÇ É»ÙÙ³-

ÛÇ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ½áõ·³Ù»ï »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³-

ÝáõÃÛáõÝ` 
knx c : 

 òáõÛó ï³Ýù, áñ nx c :  

 ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: ø³ÝÇ áñ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É ¿, ·áÛáõÃÛáõÝ  áõÝÇ N  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ N -Çó 

Ù»Í Ï³Ù³Û³Ï³Ý n  ¨ kn   ÇÝ¹»ùëÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ 

   
kn nx x                                                (4.1) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  
 (4.1) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ýÇùë»Ýù n -Á ¨ ³ÝóÝ»Ýù ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ 

k   : Îëï³Ý³Ýùª 

nn N x c     : 

 Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:  

 úñÇÝ³Ï: 
1 11 ...
2nx

n
     : 

 Æñáù. 2
1 1 1 1...

1 2 2 2n nx x n
n n n

     


, Ñ»ï¨³µ³ñ nx -Á ýáõÝ¹³-

Ù»Ýï³É ã¿: Ð³Ù³Ó³ÛÝ ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÇ, ³ÛÝ ï³ñ³Ù»ï 

¿: ØÛáõë ÏáÕÙÇó, nx -Á ³×áÕ ¿: àõñ»ÙÝ, Áëï Ã»áñ»Ù 2.1-Ç` nx  : 

 
¢5. üàôÜÎòÆ²ÚÆ ê²ÐØ²Ü 

 

1.Îáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï: ¸Çóáõù X -Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ãí³ÛÇÝ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿: 
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  ê³ÑÙ³ÝáõÙ: a -Ý (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç) ÏáãíáõÙ ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï, »Ã» a -Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ßñç³Ï³Ûù å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ X  
µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç Ãíáí ï³ññ»ñ: 
 Î³ñ»ÉÇ ¿ ï³É Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ïÇ Ù»Ï ³ÛÉ ë³ÑÙ³ÝáõÙ. a  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ 

X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï, »Ã» a  Ï»ïÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ßñç³Ï³Ûù 
å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ a -Çó ï³ñµ»ñ ·áÝ» Ù»Ï Ï»ï ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛáõÝÇó: 
 ²é³çÇÝ Ñ³Û³óùÇó ÃíáõÙ ¿, Ã» ³Ûë »ñÏñáñ¹ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç å³Ñ³ÝçÝ 
³í»ÉÇ ÃáõÛÉ ¿, ù³Ý ³é³çÇÝ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý å³Ñ³ÝçÁ: ´³Ûó ¹³ ÙÇ³ÛÝ 
Ãí³óÛ³É ¿: ²å³óáõó»Ýù, áñ »ñÏñáñ¹Çó µËáõÙ ¿ ³é³çÇÝÁ (Ñ³Ï³é³ÏÝ 
³ÏÝÑ³Ûï ¿): 
 ²å³óáõÛóÁ ï³Ý»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù a -Ç áñ¨¿ 

ßñç³Ï³Ûù å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ñç³íáñ Ãíáí ï³ññ»ñ` 

1 2, ,..., mx x x : 

 ºñµ a -Ý í»ñç³íáñ ¿, Ýß³Ý³Ï»Ýù` min
i

ix a
x a


  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ a  

Ï»ïÇ ( , )a a    ßñç³Ï³ÛùÁ X  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ å³ïÏ³ÝáÕ` a -Çó ï³ñ-

µ»ñ Ï»ï ãÇ å³ñáõÝ³ÏÇ, áñÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 

 ºñµ a -Ý ³Ýí»ñç ¿, ³ë»Ýù` a   , ÏÝß³Ý³Ï»Ýù` 
1
max ii m

E x
 

 : ²Û¹ 

¹»åùáõÙ ( , )E  -Á X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý áã ÙÇ ï³ññ ãÇ å³ñáõÝ³ÏÇ, ÇÝãÁ ÏñÏÇÝ 

Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 
 È»ÙÙ³ 5.1: ºÃ» -Ý (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç)  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõ-

ï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ, ³ÛÝ-

åÇëÇÝ, áñ  ¨ : 

  ²å³óáõó»Ýù í»ñç³íáñ -Ç ¹»åùáõÙ: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ µÝ³Ï³Ý -Ç 

Ñ³Ù³ñ ¹Çï³ñÏ»Ýù  Ï»ïÇ  ßñç³Ï³ÛùÁ: Îáõï³ÏÙ³Ý Ï»-

ïÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

, , , ³ÛëÇÝùÝ` 

a X

nx X

nx a nx a

a n

a 1 1,a a
n n

   
 

nx

nx X nx a
1 1,nx a a
n n

    
 
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1 1 , 1,2,...na x a n
n n

     : 

 Ð»ï¨³µ³ñ` nx a :  

 2. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ ÎáßÇÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

áñáßí³Í ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, áñÇ Ñ³Ù³ñ a -Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿ ( a -Ý 

Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É Ã»' í»ñç³íáñ, ¨ Ã»' ³Ýí»ñç): 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ:  

 1) ¸Çóáõù a -Ý í»ñç³íáñ ¿: Î³ë»Ýù, áñ x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  

ýáõÝÏóÇ³Ý Ó·ïáõÙ ¿ A  í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÇÝ ¨ Ï·ñ»Ýùª  

( ) ( )f x A x a   Ï³Ù lim ( )
x a

f x A


 , 

»Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝ-

åÇëÇÝ, áñ  

0 , ( )x a x X f x A        : 

 2) Î³ë»Ýù, áñ ( ) ( )f x A x   (³Ûëï»Õ a   , ÇëÏ A -Ý ÏñÏÇÝ 

í»ñç³íáñ ¿), »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ E  ÃÇí, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

, ( )x E x X f x A      : 

 üáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ ÎáßÇÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ (ã³-

é³ÝÓÝ³óÝ»Éáí a -Ç ¨ A -Ç í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç ÉÇÝ»Éáõ ¹»åù»ñÁ) Ó¨³-

Ï»ñåíáõÙ ¿ ßñç³Ï³Ûù»ñÇ É»½íáí. Ï³ë»Ýù x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  

ýáõÝÏóÇ³Ý Ó·ïáõÙ ¿ A  ë³ÑÙ³ÝÇÝ, »Ã» A -Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý V  ßñç³Ï³ÛùÇ 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ a -Ç ³ÛÝåÇëÇ U  ßñç³Ï³Ûù, áñ  

, ( )x X U x a f x V     : 

 ºÉÝ»Éáí ³Ûë í»ñçÇÝ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇóª Ý³Ëáñ¹ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³-

Ù³Éñ»É 3) ( ) ( )f x x   ; 4) ( ) ( )f x x a   ¨ ÙÝ³ó³Í 

(ÑÇÝ·)  ¹»åù»ñáí, ÇÝãÁ ÃáÕÝáõÙ »Ýù ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ: 

 Ø³ëÝ³íáñ³µ³ñ, »ñµ X  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ N  µÝ³Ï³Ý Ãí»-

ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ»ï, 2) ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ÏÑ³ÙÁÝÏÝÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³Ñ-
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Ù³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³ÝÁ: ²ÛëÇÝùÝ` ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ ·³Õ³÷³ñÁ Ñ³çáñ-

¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÇ ·³Õ³÷³ñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óáõÙÝ ¿: ºí Ñ³çáñ¹³-

Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÇ ß³ï Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñ ï³ñ³ÍíáõÙ »Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

ë³ÑÙ³ÝÇ íñ³: 

 úñÇÝ³Ï 1:  
0

lim 1x

x
a


 : 

 ²å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí ¨ ·ïÝ»Ýù 

0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

0 1xx a      :                                     (5.1) 

 ²é³Ýó ÁÝ¹Ñ³ÝñáõÃÛáõÝÁ Ë³Ëï»Éáõª »ÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» 1a   ¨ 1  : ²Û¹ 

¹»åùáõÙ (5.1) ³éÝãáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ Ñ»ï¨Û³ÉÇÝ. 

log (1 ) log (1 )a ax x        : 

 ø³ÝÇ áñ log (1 ) log (1 )a a     , µ³í³Ï³Ý ¿ å³Ñ³Ýç»É, áñ ï»ÕÇ 

áõÝ»Ý³ 

log (1 ) log (1 )a ax       

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

 ²ÛëåÇëáí, Ï³ñáÕ »Ýù í»ñóÝ»Éª log (1 )a   : 

 

 úñÇÝ³Ï 2:  
0

sinlim 1
x

x
x

 : 

 ²å³óáõÛóÁ Ï³ï³ñ»Ýù »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ û·Ýáõ-
ÃÛ³Ùµ: Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù Ñ»ï¨Û³É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 

sin x x tgx    0
2

x    
 

:   (5.2) 

 

 R  ß³é³íÕáí ßñç³ÝáõÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù x  é³¹Ç³-

Ý³ÛÇÝ Ù»ÍáõÃÛ³Ý AOB  ëáõñ ³ÝÏÛáõÝÁ: ¸Çóáõùª  

AC OA : àõÝ»Ýù, áñ AOB  »é³ÝÏÛ³Ý Ù³Ï»ñ»ëÁ 

÷áùñ ¿ AOB  ë»ÏïáñÇ Ù³Ï»ñ»ëÇó, ÇÝãÝ ¿É ÷áùñ ¿ 

AOC  »é³ÝÏÛ³Ý Ù³Ï»ñ»ëÇó:  



¶ÉáõË II. ê³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛáõÝ 
 

58

î»Õ³¹ñ»Éáí ³Û¹ Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁª Ïëï³Ý³Ýù 

2 2 21 1 1sin
2 2 2

R x R x R tgx   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñÇ µáÉáñ ÏáÕÙ»ñÁ µ³Å³Ý»Éáí 21
2

R -áõ, Ïëï³Ý³Ýù 

(5.2)-Á: 
 ø³ÝÇ áñ (5.2) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý µáÉáñ ÏáÕÙ»ñÁ ¹ñ³Ï³Ý »Ý, ³å³ 
¹ñ³Ýó Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¿  

cos 1 1
sin sin

x
x x x
   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ì»ñçÇÝÇë µáÉáñ ÏáÕÙ»ñÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí sin x -

áíª Ïëï³Ý³Ýù 

sin1 cosx x
x

      

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñï»ÕÇó ¿Éª  

sin0 1 1 cosx x
x

      0
2

x    
 

: 

 ê³Ï³ÛÝ 21 cos 2sin 2sin
2 2
x xx x    , áõëïÇª 

sin0 1 x x
x

   : 

ø³ÝÇ áñ 
sin x

x
 ¨ x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ½áõÛ· »Ý, í»ñçÇÝ ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÇó 

Ïëï³Ý³Ýùª  

   
 

sin1 x x
x

      0
2

x    
 

: 

 êï³óí³Í ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ³ñ¹»Ý ÉáõÍáõÙ ¿ Ù»ñ ËÝ¹ÇñÁ. Ï³Ù³-

Û³Ï³Ý 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ  ÏÁÝïñ»Ýùª min ,
2


    
 

: 
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 3. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ¸Çóáõù ( )f x  ýáõÝÏ-

óÇ³Ý áñáßí³Í ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, áñÇ Ñ³Ù³ñ a -Ý (í»ñç³íáñ Ï³Ù 

³Ýí»ñç) Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: Î³ë»Ýù x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý Ó·ïáõÙ ¿ 

A  ë³ÑÙ³ÝÇÝ, »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ nx X , nx a  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 

Ñ³Ù³ñª 

( )n nx a f x A   : 

 ²å³óáõó»Ýù, áñ ÎáßÇÇ ¨ Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý: ê³Ñ-

Ù³Ý³÷³Ïí»Ýù ³ÛÝ ¹»åùáí, »ñµ a -Ý ¨ A -Ý í»ñç³íáñ »Ý: 

 ÎáßÇÇ å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿ Ð³ÛÝ»Ç å³ÛÙ³ÝÁ: Æñáù, ( )f x -Á µ³í³ñ³-

ñáõÙ ¿ ÎáßÇÇ å³ÛÙ³ÝÇÝ, Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³-

Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

0 , ( )x a x X f x A        : 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù áñ¨¿ na x X  , nx a  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: ²Û¹ 

¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( )N   µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

( ) ( )n nn N x a f x A         : 

 ÆëÏ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ( )nf x A : 

 Ð³ÛÝ»Ç å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿ ÎáßÇÇ å³ÛÙ³ÝÁ: ²å³óáõÛóÁ ï³Ý»Ýù Ñ³-
Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ÎáßÇÇ å³ÛÙ³ÝÁ ãÇ µ³í³ñ³ñíáõÙ, Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, 

áñ ÙÇ áñ¨¿ 0 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ÇÝãåÇëÇ 0   ÃÇí ¿É í»ñóÝ»Ýù, ·áÛáõÃÛáõÝ 

ÏáõÝ»Ý³ ·áÝ» Ù»Ï x X   Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ãÝ³Û³Íª 0 x a    , 

µ³Ûóª 0( )f x A   : 

 ì»ñóÝ»Éáí 
1
n

  , 1,2,...n   ¨ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ï»ï»ñÁ Ýß³Ý³-

Ï»Éáí nx , Ïëï³Ý³Ýùª  na x X  , nx a ,  µ³Ûóª 0( )nf x A   : ê³ 

Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ Ð³ÛÝ»Ç ( )nf x A  å³ÛÙ³ÝÇÝ: 
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 4. ØÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³Ý: ºÝÃ³¹ñ»Ýù a  Ï»ïÁ ³çÇó X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿, ³ÛëÇÝùÝ` Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ( , )a a   

ÙÇç³Ï³ÛùÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³Ýí»ñç Ãíáí Ï»ï»ñ: 

 ²ÛëåÇëÇ a  Ï»ïáõÙ Ï³ñáÕ »Ýù ë³ÑÙ³Ý»É ( )f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ç³ÏáÕÙ-

Û³Ý ë³ÑÙ³Ý` ë³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç ¹Ý»Éáí Éñ³óáõóÇã å³ÛÙ³Ý. 
x a : 

  Ü»ñÏ³Û³óÝ»Ýù, ûñÇÝ³Ï, í»ñç³íáñ ³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÇ ÎáßÇÇ 
ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ (ÙÝ³ó³Í ¹»åù»ñÝ ³é³ç³ñÏáõÙ »Ýù Ó¨³Ï»ñå»É ÇÝùÝáõ-
ñáõÛÝ). 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: A  ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ ( )f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ë³Ñ-

Ù³Ýª a  Ï»ïáõÙ, »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

0 , ( )x a x X f x A        : 

  ²ç³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù  

lim ( )
x a

f x
 

 

ëÇÙíáÉáí:  
 ºÃ» a  Ï»ïÁ Ó³ËÇó Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿, ³ÛëÇÝùÝ` Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ( , )a a  ÙÇç³Ï³ÛùÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

³Ýí»ñç Ãíáí Ï»ï»ñ, ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³Ýª` ë³ÑÙ³ÝÇ 
ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç Éñ³óáõóÇã ¹Ý»Éáí x a  å³ÛÙ³ÝÁ: Ò³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý 

ë³ÑÙ³ÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù  

lim ( )
x a

f x
 

 

ëÇÙíáÉáí: 
 ²ç³ÏáÕÙÛ³Ý ¨ Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ 
ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ: 
 ºñµ a -Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿ Ã»' ³çÇó, ¨ Ã»' Ó³ËÇó, µ»ñí³Í ë³ÑÙ³-

ÝáõÙÝ»ñÇó ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿  Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ. 

 áñå»ë½Ç lim ( )
x a

f x A


  ( A -ն Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É ÇÝãå»ë í»ñç³íáñ, ³ÛÝå»ë 

¿É` ³Ýí»ñç), ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ lim ( )
x a

f x A
 

  ¨ lim ( )
x a

f x A
 

 : 
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 úñÇÝ³Ï: 
1

( ) 2 xf x   ýáõÝÏóÇ³Ý 0  Ï»ïáõÙ ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ: Æñáù, ù³ÝÇ 

áñ 2 ( )x x   ¨  2 0x x  , Ñ»ï¨³µ³ñ 

1

0
lim 2 x
x 

   ¨ 
1

0
lim 2 0x
x 

  : 

 5. e ÃíÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Ý³Ó¨Á: ²å³óáõó»Ýù, áñ  
1/

0
lim(1 ) x

x
x e


  : 

 ´³í³Ï³Ý ¿ ³å³óáõó»É, áñ  
1/

0
lim(1 ) x

x
x e

 
  ,                                              (5.3) 

1/

0
lim (1 ) x

x
x e

 
  :                                              (5.4) 

 ú·ïí»Ýù Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó: ì»ñóÝ»Ýù áñ¨¿ 0, 0k kx x   Ñ³-

çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¨ óáõÛó ï³Ýù, áñ  

 1/1 kx
kx e  : 

 Üß³Ý³Ï»Ýùª 
1

k
k

n
x

 
 

 
, ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

1 1k k
k

n n
x

   , áñï»ÕÇó ¿Éª  

1 11 1 1
1 k

k k

x
n n

    


: * 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ¨ óáõóã³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙáÝáïá-
ÝáõÃÛáõÝÁª Ïëï³Ý³Ýù 

    
1

1/1 11 1 1
1

k k

k

n n
x

k
k k

x
n n


   
          

 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ø³ÝÇ áñ kn  , û·ïí»Éáí Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó 

¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí e  ÃíÇ µ³Ý³Ó¨Á, Ïëï³Ý³Ýù, áñ ³Û¹ ³ÝÑ³í³ë³ñáõ-

ÃÛ³Ý Í³Ûñ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ó·ïáõÙ »Ý e -Ç: Ð»ï¨³µ³ñ, Ýñ³ ÙÇçÇÝ ³Ý¹³ÙÁ 
ÝáõÛÝå»ë ÏÓ·ïÇ e -Ç: (5.3)-Ý ³å³óáõóí³Í ¿: 

                                                
* Î³ñáÕ »Ýù Ñ³Ù³ñ»Éª  , áõëïÇª : 1kx  0kn 
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 (5.4)-Ý ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù 1 0, 0k kx x     å³ÛÙ³Ý-

Ý»ñÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ áñ¨¿ kx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¨ Ýß³Ý³Ï»Ýù k ky x  : 

ÎáõÝ»Ý³Ýùª 

   
1/ 1/

11/

1

11 1 1
1 1

1 1 :
1 1

k k

k
k

k

k

y y
x ky

k k
k k

y
y

k k

k k

yx y
y y

y y
y y





   
             

   
         

 

²ÛëåÇëáí, Ñ³ñóÁ µ»ñí»ó Ý³Ëáñ¹ ¹»åùÇÝ: Æñáù. : 0
1

k
k

k

y
z

y
 


 ¨ 

0kz  , Ñ»ï¨³µ³ñª    1/1 1 1kz
k kz z e e     : 

 6. ì»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ å³ñ½³·áõÛÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÁ: 

 ¸Çóáõù ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, áñÇ Ñ³Ù³ñ 

a -Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿: ºÃ» a -Ý í»ñç³íáñ ¿, ³å³ ×Çßï »Ý Ñ»ï¨Û³É 

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ. 

 1) ºÃ» lim ( )
x a

f x A


  ¨ A p  ( A q ), ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   

ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

  0 , ( )x a x X f x p         ( )f x q :                (5.5) 

 Æñáù, ¹Çóáõùª 0 A p   : ú·ïí»Ýù ÎáßÇÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó. ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

0 , ( )x a x X A f x A           , 

áñÇó ¿É µËáõÙ ¿ (5.5)-Á:  

 Ø³ëÝ³íáñ ¹»åù: ºÃ» lim ( ) 0
x a

f x


  ( lim ( ) 0
x a

f x


 ), ³å³ a -ÇÝ µ³í³-

Ï³Ý³ã³÷ Ùáï ( a -Çó ï³ñµ»ñ) x -»ñÇ Ñ³Ù³ñ ýáõÝÏóÇ³Ý ÝáõÛÝå»ë ¹ñ³-

Ï³Ý ¿ (µ³ó³ë³Ï³Ý ¿): 
 



¢5. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³Ý 63

 2) ºÃ» x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý, 

³å³ a -Ç ÙÇ ÇÝã-áñ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: 

 ²Ûë Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ÝáõÛÝå»ë µËáõÙ ¿ ë³ÑÙ³ÝÇ ÎáßÇÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó: 
 ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏíáõÙ ¿ Ó¨³Ï»ñå»É ¨ ³å³óáõó»É µ»ñí³Í Ñ³ï-
ÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³Ý³Éá·Ý»ñÁ a    ¹»åù»ñáõÙ: 

 7. Âí³µ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý áõÝ»óáÕ ýáõÝÏ-
óÇ³Ý»ñÇ Ñ»ï: 

 ¸Çóáõù ( )f x  ¨ ( )g x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ áñáßí³Í »Ý X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, 

áñÇ Ñ³Ù³ñ a -Ý (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç) Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, 

áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 

lim ( )
x a

f x


,  lim ( )
x a

g x


 

í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ  
 1) üáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·áõÙ³ñÁ a  Ï»ïáõÙ ÝáõÛÝå»ë áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý ¨ ·áõÙ³ñÇ 

ë³ÑÙ³ÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÇÝ` 

     lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
  

   ; 

 2) üáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ a  Ï»ïáõÙ ÝáõÛÝå»ë áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý ¨ª 

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
  

   ; 

 3) ºÃ» lim ( ) 0
x a

g x


 , ³å³ 
( )
( )

f x
g x

 ù³Ýáñ¹Á a  Ï»ïáõÙ ÝáõÛÝå»ë áõÝÇ 

ë³ÑÙ³Ý ¨ª 

lim ( )( )lim
( ) lim ( )

x a
x a

x a

f xf x
g x g x






 : 

 ÜÏ³ï»Ýù, áñ lim ( ) 0
x a

g x


  å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ a -Çó ï³ñµ»ñ ¨ 

a -ÇÝ µ³í³Ï³Ý³ã³÷ Ùáï x -»ñÇ Ñ³Ù³ñª ( ) 0g x   (ï»'ë Ý³Ëáñ¹ Ï»ïÁ): 

 ú·ïí»Éáí ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙÇóª Ñ³ñóÁ µ»ñíáõÙ 
¿ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ: 
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 8. ØáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÁ: ¸Çóáõù ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í 

¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, áñÇ Ñ³Ù³ñ a -Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿: ºÝÃ³¹ñ»Ýù X  

µ³½ÙáõÃÛ³Ý µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ÷áùñ »Ý a -Çó` 

x a ,  x X : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ ×Çßï ¿ Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁ. 

 Â»áñ»Ù 5.1: ºÃ» ( )f x  ³×áÕ ýáõÝÏóÇ³Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó, 

³å³ x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý, Ñ³-

Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ³ÛÝ Ó·ïáõÙ ¿  : 

  ø³ÝÇ áñ ( )f x -Á ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó, Ýñ³ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»-

ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÁ í»ñç³íáñ ¿: Üß³Ý³Ï»Ýùª 

sup ( )
x X

A f x


 , 

¨ ³å³óáõó»Ýù, áñ 

lim ( )
x a

f x A


 : 

 Ü³Ë áõÝ»Ýù, áñ 

   ( )f x A :             (5.6) 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃÇí: Öß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÇ 

Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 1x X , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

1( )A f x  : 

üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×»Éáõ ßÝáñÑÇí áõÝ»Ýùª 

   1 1, ( ) ( )x x a x X f x f x     :                     (5.7) 

(5.6) ¨ (5.7) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ïëï³Ý³Ýùª 

   1 , ( )x x a x X A f x A         , 

ÇÝãÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª  ( )f x -Á Ó·ïáõÙ ¿ A -Ç: 

 ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³-

÷³Ï ã¿: ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý E  ÃÇí: ¶áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 1x X , ³ÛÝåÇ-

ëÇÝ, áñ 1( )f x E : üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×»Éáõ ßÝáñÑÇí ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

   1 1, ( ) ( )x x a x X f x f x E      , 
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ÇÝãÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x -Á Ó·ïáõÙ ¿  :  

 ÜÙ³Ý Ó¨áí Ï³å³óáõóíÇ Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É ³ñ¹ÛáõÝùÁ.  

 Â»áñ»Ù 5.1': ºÃ» Ýí³½áÕ ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ Ý»ñù¨Çó, 

³å³ x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý, Ñ³-

Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ³ÛÝ Ó·ïáõÙ ¿  : 
 ²Ûë Ã»áñ»ÙÝ»ñÇ ÝÙ³Ý³ÏÝ»ñÁ ×Çßï »Ý Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùÇ Ñ³Ù³ñ, »ñµ a  

Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ïÁ ÷áùñ ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇó (Ó¨³Ï»ñå»'É): 

 9. ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÁ: ¸Çóáõù ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáß-

í³Í ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, áñÇ Ñ³Ù³ñ a  Ï»ïÁ (í»ñç³íáñ) Ïáõï³ÏÙ³Ý 

Ï»ï ¿: 

 Â»áñ»Ù 5.2: àñå»ë½Ç x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝ»Ý³ 

í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   

ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

  

0

0 ( ) ( )
,

x a

x a f x f x
x x X



 

   


     
  

:            (5.8) 

  ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ë³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó: 

 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ: ú·ïí»Éáõ »Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ Ð³ÛÝ»Ç ë³Ñ-

Ù³ÝáõÙÇó: ¸Çï³ñÏ»Ýù nx X , na x a   å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ µ³í³ñ³-ñáÕ 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: àõÝ»Ýù, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃíÇ 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ (5.8) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ 0   ÃÇí: ì»ñçÇÝÇë 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( )N   µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

( ) nn N x a     : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí (5.8)-Á, ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

0
, ( ) ( ) ( )

0
n

n n
n

x a
n n N f x f x

x a


 






        
   

: 
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 ²ÛëÇÝùÝ` ( )nf x  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É ¿, Ñ»ï¨³µ³ñ, 

ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³ÛÝ ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¿ A  í»ñ-
ç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÇÝ: 

 ØÝáõÙ ¿ ³å³óáõó»É, áñ ³Û¹ A  ÃÇíÁ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ÁÝïñáõ-

ÃÛáõÝÇó Ï³Ëí³Í ã¿: ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: 

 ºÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ¨ë Ó·ïáõÙ ¿ a -ÇÝ ¨ 

( )nf x B A   : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ï³½Ù»Ýù a -ÇÝ Ó·ïáÕ ÙÇ Ýáñ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝª 

1 1 2 2, , , ,..., , ,...n nx x x x x x   :  ²Ûë Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý íñ³ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÁÝ¹áõ-

Ý³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏÉÇÝÇª 

1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( ),...f x f x f x f x  , 

áñÁ ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ: ´³Ûó ¹³ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ ³ñ¹»Ý ³å³óáõóí³Í ³ÛÝ 

÷³ëïÇÝ, áñ a -ÇÝ Ó·ïáÕ Ï³Ù³Û³Ï³Ý nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ( )nf x  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³Ù»ï ¿:  

 a    ¹»åùáõÙ ÎáßÇÇ ëÏ½µáõÝùÁ Ó¨³Ï»ñåíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 

 1) àñå»ë½Ç x -Á  -Ç Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝ»Ý³ í»ñç³íáñ 

ë³ÑÙ³Ý, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ E   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

   ( ) ( )
,

x E
x E f x f x
x x X


  

     
  

:  

 2) àñå»ë½Ç x -Á  -Ç Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝ»Ý³ í»ñç³íáñ 

ë³ÑÙ³Ý, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ E   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

   ( ) ( )
,

x E
x E f x f x
x x X


  

     
  

:  



 67

III ¶ÈàôÊ 
 

²ÜÀÜ¸Ð²î üàôÜÎòÆ²Üºð 
 

¢1. üàôÜÎòÆ²ÚÆ ²ÜÀÜ¸Ð²îàôÂÚàôÜÀ ºì Ê¼àôØÜºðÀ 
 

 1. ²ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 

RX   µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ¨ ³ñÅ»ùÝ»ñ ¿ ÁÝ¹áõÝáõÙ R -Çó` RXf : : 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï Xx 0  Ï»ïáõÙ, »Ã» 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

   










)()( 0

0 xfxf
Xx
xx

:                 (1.1) 

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ Xx 0  Ï»ïÁ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿, 

(1.1) å³ÛÙ³ÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ª )()(lim 0
0

xfxf
xx




: ²Ûë ¹»åùáõÙ, û·ïí»Éáí 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó, Ïëï³Ý³Ýù, áñ (1.1)-Á Ñ³-

Ù³ñÅ»ù ¿ Ñ»ï¨Û³ÉÇÝ. Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Xxn  , 0xxn   Ñ³çáñ¹³Ï³Ýáõ-

ÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ 

  )()( 0xfxf n                           (1.1') 

³éÝãáõÃÛáõÝÁ: 
 Ü»ñÏ³Û³óí³Í ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇó ³é³çÇÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý ÎáßÇÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙ, ÇëÏ »ñÏñáñ¹Áª  Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙ: 

 ²ÛÝ Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ, »ñµ Xx 0  Ï»ïÁ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý 

Ï»ï ã¿ (Ù»Ïáõë³óí³Í Ï»ï ¿), ÇÝãåÇëÇÝ ¿É áñ ÉÇÝÇ f  ýáõÝÏóÇ³Ý, (1.1) 

å³ÛÙ³ÝÁ µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿: ²ÛëÇÝùÝ` áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ Ù»Ïáõë³óí³Í 
Ï»ïáõÙ µáÉáñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý 

*: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ»   Ï»ïáõÙ  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ã¿, ³å³ 

³ëáõÙ »Ý, áñ ³ÛÝ Ë½íáõÙ ¿  Ï»ïáõÙ, ÇëÏ -Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ýáõÝÏ- 

óÇ³ÛÇ Ë½Ù³Ý Ï»ï: 

                                                
* Ð»Ýó ³Ûë ÝÏ³ï³éáõÙáí ¿É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÝ ³ÛëáõÑ»ï Ñ»ï³½áï»Éáõ »Ýù 
ÙÇ³ÛÝ Ýñ³ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï»ñáõÙ: 

Xx 0 f

0x 0x f
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  ê³ÑÙ³ÝáõÙ: f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï  X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

íñ³, »Ã» ³ÛÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ: X  µ³½Ùáõ-
ÃÛ³Ý íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹³ëÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿` )(XC : 

 2. Âí³µ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ»ï:  

 Â»áñ»Ù 1.1: ¸Çóáõù f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ áñáßí³Í »Ý X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

íñ³ ¨ Xx 0  Ï»ïÁ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿: ºÃ» f  ¨ g  

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý 0x  Ï»ïáõÙ, ³å³ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý 

Ý³¨ f g , f g , 
f
g

 ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, í»ñçÇÝ ¹»åùáõÙ »ÝÃ³¹ñ»Éáí, áñ 

0)( 0 xg : 

 ²Ûë åÝ¹áõÙÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý áõÝ»óáÕ ýáõÝÏ-
óÇ³Ý»ñÇ Ñ»ï Ãí³µ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇó: 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 10. n
n xaxaxaaxP  ...)( 2

210  µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 

³ÙµáÕç Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³: 

 Æñáù, (0 )ka k n   ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁª áñå»ë Ñ³ëï³ïáõÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ, 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý: ø³ÝÇ áñ xxf )(  ýáõÝÏóÇ³Ý ÝáõÛÝå»ë ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿,  

áõëïÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

... ( 1,2,..., )k
k ka x a x x x k n       

ÙÇ³Ý¹³Ù ¨ë ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: ÆëÏ )(xP  µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ 

³Û¹åÇëÇ ÙÇ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ, Ñ»ï¨³µ³ñ, ³ÛÝ ÝáõÛÝå»ë ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

 20.  m
m

n
n

xbxbb
xaxaaxR





...
...

)(
10

10  é³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 

Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ µáÉáñ ³ÛÝ Ï»ï»ñáõÙ, áñï»Õ Ñ³Ûï³ñ³ñÁ 0 ã¿: 

 30. xaxf )(  óáõóã³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³ÙµáÕç Ãí³ÛÇÝ 

³é³ÝóùÇ íñ³, ù³ÝÇ áñ  0 0 0 1 0x x x xxa a a a     , »ñµ 0x x : 
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 40. xxf sin)(   ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³ÙµáÕç Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ 

íñ³, ù³ÝÇ áñ 0 0
0sin sin 2sin cos 0

2 2
x x x xx x  

   , »ñµ 0x x : 

   

 3. ØÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝ:   

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù 0x -Ý X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿ ³çÇó 

(Ó³ËÇó) ¨ 0x X : X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ áñáßí³Í f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»-

ïáõÙ ÏáãíáõÙ ¿ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ³çÇó (Ó³ËÇó), »Ã» ï»ÕÇ áõÝÇ  

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

 
      

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

 
  

å³ÛÙ³ÝÁ: 
 ºÃ» ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ ÙÇç³Ï³Ûù ¿, ³å³ ÙÇç³Ï³ÛùÇ 
Ó³Ë (³ç) Í³Ûñ³Ï»ïáõÙ Ï³ñáÕ »Ýù Ëáë»É ÙÇ³ÛÝ ³çÇó (Ó³ËÇó) ³ÝÁÝ¹-
Ñ³ïáõÃÛ³Ý Ù³ëÇÝ:  
 Â»áñ»Ù 1.2: àñå»ë½Ç ÙÇç³Ï³ÛùÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ÉÇÝÇ 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ³ÛÝ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ÉÇÝÇ ³ÝÁÝ¹-
Ñ³ï Ã»' ³çÇó, ¨ Ã»' Ó³ËÇó: 
 ²Ûë Ã»áñ»ÙÝ ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï¨áõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ í»ñ³µ»ñÛ³É 
Ý³Ëáñ¹ ·ÉËÇ 4-ñ¹ Ï»ïáõÙ Ó¨³Ï»ñåí³Í åÝ¹áõÙÇó: 
 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý  íñ³ ¨ 

0x -Ý X -Ç Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿ ³çÇó (Ó³ËÇó): 

 ³)  ºÃ» 0x X  ¨ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
   

                                      (1.2) 

í»ñç³íáñ ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÁ, áñÁ Ñ³í³ë³ñ ã¿ )( 0xf  ÃíÇÝ, ³å³ 

Ï³ë»Ýù, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ ³çÇó (Ó³ËÇó) áõÝÇ ³é³çÇÝ ë»éÇ 

Ë½áõÙ: 
                                                
 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ f -Á 0x  Ï»ïáõÙ áñáßí³Í ã¿, µ³Ûó ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ (1.2) í»ñç³íáñ 

ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÁ, ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ ³ë»É, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ ³çÇó (Ó³ËÇó) áõÝÇ 

í»ñ³óÝ»ÉÇ Ë½áõÙ: ²Ûë ³Ýí³ÝáõÙÁ å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ Ýñ³Ýáí, áñ 0x  Ï»ïáõÙ f -Á 

Éñ³óáõóÇã Ï³ñ»ÉÇ ¿ áñáß»É ³ÛÝå»ë, áñ  ³ÛÝ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ¹³éÝ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ³çÇó (Ó³ËÇó): 
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 µ)  ºñµ (1.2) ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ Ï³Ù ³Ýí»ñç ¿, Ï³ë»Ýù, áñ f  

ýáõÝÏóÇ³Ý ³çÇó (Ó³ËÇó) áõÝÇ »ñÏñáñ¹ ë»éÇ Ë½áõÙ (³ÝÏ³Ë ³ÛÝ µ³ÝÇó, 

0x -Ý å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ X -ÇÝ, Ã» áã): 

 ³) Ï³Ù  µ) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

Ë½Ù³Ý Ï»ï»ñ (Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñª ³é³çÇÝ Ï³Ù »ñÏñáñ¹ ë»éÇ): 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 
 10. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ýáõÝÏóÇ³Ý (Ï³ñ¹áõÙ »Ýùª ëÇ·ÝáõÙ Çùë)ª 

  













0,1
0,0
0,1

sgn
x
x
x

x : 

 ²ÛÝ 0 Ï»ïáõÙ Ã»' ³çÇó ¨ Ã»' 
Ó³ËÇó áõÝÇ ³é³çÇÝ ë»éÇ ËÁ-

½áõÙ: ÆëÏ³å»ë. 1)(lim
0




xf
x

, 

1)(lim
0




xf
x

, 0)0( f : 

20.  ( )f x x  ( x -Á x  ÃíÇ ³ÙµáÕç Ù³ëÇ ÁÝ¹áõÝí³Í Ýß³Ý³ÏáõÙÝ ¿)  

ýáõÝÏóÇ³Ý 0 Ï»ïáõÙ (Ý³¨ª Ï³Ù³Û³Ï³Ý ³ÙµáÕç Ï»ïáõÙ)  
 

³çÇó ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ÇëÏ Ó³ËÇó áõÝÇ ³é³çÇÝ ë»éÇ Ë½áõÙª  

0
lim ( ) 0 (0)
x

f x f
 

  ,  
0

lim ( ) 1 (0)
x

f x f
 

   : 

0 

-1 

1 

2 

1 

-2 

-1 

3 2 1 

-1 0 -2 
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30. 
x

xf 1)(   ýáõÝÏóÇ³Ý 0 Ï»ïáõÙ Ã»' ³çÇó ¨ Ã»' Ó³ËÇó áõÝÇ »ñÏñáñ¹ 

ë»éÇ Ë½áõÙ: Æñáù. 
0 0

1 1lim , lim
x xx x   

    : 

 4. ØáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ë½áõÙÝ»ñÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù f  

ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿ (É³ÛÝ ÇÙ³ëïáí) X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, 0x X  ¨ 0x -Ý X -Ç 

Ó³Ë Í³Ûñ³Ï»ï ã¿: ØáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇ 
Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

0
0( ) : lim ( )

x x
f x f x

 
   

í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ, ÁÝ¹ áñáõÙ, 0 0( ) ( )f x f x  : ºÃ» ³Û¹ ë³ÑÙ³ÝÁ Ñ³-

í³ë³ñ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÇÝ 0x  Ï»ïáõÙ, ³å³ ýáõÝÏóÇ³Ý ³Û¹ Ï»ïáõÙ 

ÏÉÇÝÇ Ó³ËÇó ³ÝÁÝ¹Ñ³ï: ÆëÏ »Ã» 0 0( ) ( )f x f x  , ³å³ ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  

Ï»ïáõÙ Ó³ËÇó ÏáõÝ»Ý³ ³é³çÇÝ ë»éÇ Ë½áõÙ:  
 ÜÙ³Ý ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ Ï³ñáÕ »Ýù Ï³ï³ñ»É Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ  

Xx 0  Ï»ïÁ X -Ç ³ç Í³Ûñ³Ï»ï ã¿ ¨ 0x x  : 

 ²ÛëåÇëáí, ÙáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³Ý Çñ áñáßÙ³Ý ÙÇç³Ï³ÛùÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ 
Ï»ï»ñáõÙ Ï³Ù ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ (³çÇó Ï³Ù Ó³ËÇó), Ï³Ù áõÝÇ ³é³çÇÝ ë»éÇ 
Ë½áõÙ (ÙÇç³Ï³ÛùÇÝ ãå³ïÏ³ÝáÕ Í³Ûñ³Ï»ïáõÙ Ï³ñáÕ ¿ áõÝ»Ý³É »ñÏñáñ¹ 
ë»éÇ Ë½áõÙ): 
 ²ÛÅÙ Ó¨³Ï»ñå»Ýù ÙáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý Ñ»ï¨Û³É 
Ñ³Ûï³ÝÇßÁ: 

 Â»áñ»Ù 1.3: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÙáÝáïáÝ ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ Ýñ³ ÁÝ-

¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Y  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÝáõÛÝå»ë ÙÇç³Ï³Ûù ¿, ³å³ f  

ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 
 ► ¸Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ³ÛÝ ³×áÕ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùÁ ¨ ³å³óáõó»Ýù 

Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» ÙÇ ÇÝã-áñ Xx 0  Ï»ïáõÙ f  

ýáõÝÏóÇ³Ý, ³ë»Ýù Ã»ª Ó³ËÇó ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ã¿: 

                                                
 1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ) :x x X x x f x f x     
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 ²Û¹ ¹»åùáõÙ 0 0( ) ( )f x f x  : ì»ñóÝ»Éáí X  ÙÇç³Ï³ÛùÇ 01 xx   Ï»ïª 

Ïëï³Ý³Ýù  

1 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x    

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ÇÝãÁ 
Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 

ÆëÏ³å»ë.  0 0( ), ( )f x f x  ÙÇ-

ç³Ï³ÛùÇ Ï»ï»ñÁ,  ÁÝÏ³Í ÉÇÝ»-
Éáí Y  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ å³ïÏ³ÝáÕ 

)( 1xf -Ç ¨ )( 0xf -Ç ÙÇç¨, ã»Ý 

å³ïÏ³ÝáõÙ Y  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ: 
ÆëÏ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Y -Á 
ÙÇç³Ï³Ûù ã¿: 
 ÜÙ³Ý Ó¨áí, Ñ³Ï³ëáõÃÛ³Ý 

»Ýù Ñ³Ý·áõÙ Ý³¨ 1 0x x  ¹»åùáõÙ:   

 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

  10. òáõÛó ï³Ýù, áñ xxf alog)(   ( 0a , 1a ) ýáõÝÏóÇ³Ý 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ),0(   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

 àñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ¹Çï³ñÏ»Ýù 1a  ¹»åùÁ: ²Ûë ¹»åùáõÙ xalog  

ýáõÝÏóÇ³Ý ËÇëï ³×áÕ ¿ ¨ Ýñ³ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ),(   ÙÇç³-

Ï³ÛùÝ ¿, áñáíÑ»ï¨ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ),(0 y  ³ñÅ»ùÁ ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõ-

ÝáõÙ ¿ 0
0

yax   Ï»ïáõÙ: 

 20. ²å³óáõó»Ýù, áñ xxf )(  ( -Ý ³ÙµáÕç ÃÇí ã¿) ýáõÝÏóÇ³Ý 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ),0(   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

 0  ¹»åùáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿, ÇëÏ 0  ¹»åùáõÙ` Ýí³½áÕ: ØÛáõë 

ÏáÕÙÇó, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÙÇç³Ï³Ûù ¿ª ),0(  -Á: Æñáùª 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ),0(0 y  ³ñÅ»ùÁ ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ /1
00 yx   Ï»-

ïáõÙ: 
 5. ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ: 
 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù )(tx   ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ T  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ 

³ñÅ»ùÝ»ñ ¿ ÁÝ¹áõÝáõÙ X  ÙÇç³Ï³ÛùÇó, ÇëÏ )(xfy   ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í 

 0f x  

 0f x   
 1f x  

0x  1x  
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¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ  ( ) ( )g t f t  ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÁ áñáßí³Í 

¿ T  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ Ï³Ù ëáõå»ñåá½ÇóÇ³: 
 Â»áñ»Ù 1.4: ºÃ» )(t  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ Tt 0  Ï»ïáõÙ, ÇëÏ 

)(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ )( 00 tx   å³ïÏ»ñ-Ï»ïáõÙ, ³å³ 

 )()( tftg   µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 0t  Ï»ïáõÙ: 

 ► ú·ïí»Ýù ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý    É»½íÇó: )(xf  

ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 0x  Ï»ïáõÙ, Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿` Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  

ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

  0 0, ( ) ( )x X x x f x f x       :                      (1.3) 

 ø³ÝÇ áñ )(t  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 0t  Ï»ïáõÙ, ³å³ ³Û¹   ÃíÇ 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   0 0, ( ) ( )t T t t t t         :                   (1.4) 

 (1.3) ¨ (1.4) ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ïëï³Ý³Ýùª 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))t t t t g t g t f t f t                :  

 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

  10. 
t

tg 1sin)(   ýáõÝÏóÇ³Ý (³Ûë ¹»åùáõÙ 
t

t 1)(  , xxf sin)(  ) 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ, µ³óÇ 0t  Ï»ïÇó, ÇëÏ 

0t  Ï»ïáõÙ Ã»' ³çÇó, ¨ Ã»' Ó³ËÇó )(tg  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ »ñÏñáñ¹ ë»éÇ 

Ë½áõÙ: 
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 t -Ý 0-Ç Ó·ï»ÉÇëª )(tg  ýáõÝÏóÇ³Ý ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ, áñáíÑ»ï¨ 
1

kt k
  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý íñ³Ûáí )(tg  ýáõÝÏóÇ³Ý Ó·ïáõÙ ¿ 0-Ç, ÇëÏ  

1
/ 2 2kt k 

 


 Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý íñ³Ûáí` 1-Ç: 

 20. 
x

xxh 1sin)(  , 0)0( h  

ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³ÙµáÕç 
Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³: Æñáùª 
ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿  0 Ï»-

ïáõÙ, ù³ÝÇ áñ x
x

x 
1sin  

Ñ³ÛïÝÇ ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÇó Ñ»-

ï¨áõÙ ¿ª )0(0)(lim
0

hxh
x




: ÆëÏ 

0-Çó ï³ñµ»ñ Ï»ï»ñáõÙ h -Á ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ª áñå»ë »ñÏáõ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É: 
 6. ºñ»ù ÑÇÙÝ³Ï³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ: ²å³óáõó»Ýù Ñ»ï¨Û³É ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ 
³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ. 

³) e
x

x
a

a

x
log

)1(log
lim

0





; µ) a
x

a x

x
ln1lim

0





;  ·) 







 x
x

x

1)1(lim
0

: 

 àõÝ»Ýù, áñ  

x
a

a x
x

x /1)1(log
)1(log




: 

 

Üß³Ý³Ï»Ýùª : ø³ÝÇ áñ , 

 ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿  Ï»ïáõÙ: ØÛáõë ÏáÕÙÇó,  ýáõÝÏóÇ³Ý

                                                
 ³)-Ý Ñ³×³Ë Ñ³Ý¹ÇåáõÙ ¿ 

0

ln(1 )lim 1
x

x
x


  ï»ëùáí, ÇëÏ µ)-Ýª 

0

1lim 1
x

x

e
x


  ï»ëùáí: µ) 

³éÝãáõÃÛ³Ý Ï³ñ¨áñ Ñ»ï¨³ÝùÝ»ñÇó ¿ Ý³¨  lim 1 lnn

n
n a a


   ë³ÑÙ³ÝÁ: 

1/( ) (1 ) , (0)xx x e    ( ) ( 0)x e x  

 0 yalog
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³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ey   Ï»ïáõÙ: àëïÇ, µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý 

í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ï»ÕÇ áõÝÇ ³) ³éÝãáõÃÛáõÝÁ: 

 µ)-Ý ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ýß³Ý³Ï»Ýùª ya x 1 : ÎáõÝ»Ý³Ýùª 

)1(log yx a  : ø³ÝÇ áñ xa  ýáõÝÏóÇ³Ý 0 Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, áõëïÇª 

00  yx : Ð»ï¨³µ³ñª 

   1 1 1 ln 0log (1 )log (1 ) log

x

aa a

a y a xyx y e
y


    


: 

 ·)-Ý ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ýß³Ý³Ï»Ýùª yx  1)1(  : ÎáõÝ»Ý³Ýùª 

yx  1)1(  , áñï»ÕÇó ¿Éª )1ln()1ln( yx  : 

 ø³ÝÇ áñ )1( x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, áõëïÇ 

(1 ) 1 0 ( 0)y x x     : Ð»ï¨³µ³ñª 

  
(1 ) 1 ln(1 ) ( 0)

ln(1 )
x y x x
x y x

    
   


 : 

 
¢2. ²ÜÀÜ¸Ð²î üàôÜÎòÆ²ÜºðÆ ÐÆØÜ²Î²Ü Ð²îÎàôÂÚàôÜÜºðÀ 
 
 1. ´áÉó³Ýá - ÎáßÇÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ: 
 Â»áñ»Ù 2.1 (´áÉó³Ýá-ÎáßÇÇ I Ã»áñ»ÙÁ): ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 

¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ï³ñµ»ñ 

Ýß³ÝÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ),( bac  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

0)( cf : 

 ►(²é³çÇÝ ³å³óáõÛó) àñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» 

0)( af , 0)( bf : Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõó»Ýù  ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÁ Ñ³çáñ¹³-

µ³ñ ÏÇë»Éáõ Ù»Ãá¹áí: 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ 
20

bax 
  ÙÇçÝ³Ï»ïÁ: ºÃ» 0)( 0 xf , 
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 ³å³ áñå»ë c  Ïí»ñóÝ»Ýù Ñ»Ýó ³Û¹ 0x  Ï»ïÁ ¨ Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÁ Ï³-

í³ñïíÇ: ºÃ» 0)( 0 xf , ³å³ ],[ 11 ba -áí ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ 

³ÛÝ Ï»ëÁ, áñÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ï³ñµ»ñ Ýß³ÝÇ 

³ñÅ»ùÝ»ñ: ²ÛëÇÝùÝ` »ñµ 0)( 0 xf , áñå»ë ],[ 11 ba  í»ñóÝáõÙ »Ýù ],[ 0 bx -

Ý, ÇëÏ »Ã» 0)( 0 xf , ³å³` ],[ 0xa -Ý: ºñÏáõ ¹»åùáõÙ ¿Éª 0)( 1 af , 

0)( 1 bf : 

 ºñÏñáñ¹ ù³ÛÉáõÙ ÏÇë»Ýù ],[ 11 ba  Ñ³ïí³ÍÁ: ÎñÏÇÝª Ï³Ù )(xf  ýáõÝÏ-

óÇ³Ý 
2

11
1

ba
x


  ÙÇçÝ³Ï»ïáõÙ ¹³éÝáõÙ ¿ 0 ¨ ³Ûë ¹»åùáõÙ Ã»áñ»ÙÇ 

³å³óáõÛóÝ ³í³ñïíáõÙ ¿, Ï³Ùª 0)( 1 xf  ¨ ³Ûë ¹»åùáõÙ ],[ 22 ba -áí 

Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ýù ],[ 11 ba  Ñ³ïí³ÍÇ ³ÛÝ Ï»ëÁ, áñÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ 

ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ï³ñµ»ñ Ýß³ÝÇ ³ñÅ»ùÝ»ñª 0)( 2 af , 0)( 2 bf : 

 Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí ³Ûë åñáó»ëÁª Ï³Ù í»ñç³íáñ Ãíáí ù³ÛÉ»ñÇó Ñ»ïá 
³é³ç³ó³Í Ñ³ïí³ÍÇ ÙÇçÝ³Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ÏÁÝ¹áõÝÇ 0 ³ñÅ»ùÁ ¨ 
Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÁ Ï³í³ñïíÇ, Ï³Ù ¿É åñáó»ëÁ Ïß³ñáõÝ³ÏíÇ ³Ýí»ñç ¨ 

Ïëï³Ý³Ýù ],[ nn ba , ,...2,1n  Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  

( ) 0nf a  ,  0)( nbf :             (2.1) 

 ø³ÝÇ áñ ],[ nn ba  Ñ³ïí³ÍÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 

0
2n n n

b ab a 
   , 

áõëïÇ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ É»ÙÙ³ÛÇ, ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

lim limn nn n
a b c

 
  : 

 ø³ÝÇ áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³ÙµáÕç ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, 

Ñ»ï¨³µ³ñ ¨ª  ],[ bac  Ï»ïáõÙ, ³å³, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí (2.1)-Á, Ïëï³Ý³Ýùª 

0)(lim)( 
 nn

afcf ;   0)(lim)( 
 nn

bfcf : 
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 ²Ûë »ñÏáõ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 0)( cf : Â»áñ»ÙÝ 

³å³óáõóí³Í ¿:  

 ►(ºñÏñáñ¹ ³å³óáõÛó) ÎñÏÇÝ Ñ³Ù³ñ»Ýù, áñ 0)( af  ¨ 0)( bf : 

Üß³Ý³Ï»Ýù E -áí ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ ³ÛÝ x  Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó 

Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ 0)( xf  å³ÛÙ³ÝÁ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ Ù³ëÝ³íáñ³µ³ñª 

Ea  ¨ Eb : Üß³Ý³Ï»Ýùª Ec sup  ¨  ³å³óáõó»Ýù, áñ 0)( cf : 

 ø³ÝÇ áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ ³ÛÝ 

³Û¹ Ñ³ïí³ÍÇ µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ áõÝÇ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý: Ð»ï¨³µ³ñ, 
í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý 

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, »Ã» áñ¨¿ Ï»ïáõÙ )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹ñ³Ï³Ý ¿ (µ³ó³ë³Ï³Ý ¿), 

³å³ ³Û¹ Ï»ïÇ ÙÇ ÇÝã-áñ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý Ïå³Ñå³ÝÇ Çñ Ýß³ÝÁ: 

 Öß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, c -Çó ³ç ·ïÝíáÕ E  

µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ï»ï»ñ ãÏ³Ý, ÇÝãÇ å³ï×³éáí ¿É )(cf -Ý µ³ó³ë³Ï³Ý ÉÇÝ»É 

ãÇ Ï³ñáÕ: ØÛáõë ÏáÕÙÇó, c  Ï»ïÇó Ó³Ë c -ÇÝ Ï³Ù³Û³å»ë Ùáï Ï»ï»ñ 

Ï³Ý E  µ³½ÙáõÃÛáõÝÇó, áõëïÇ )(cf -Ý ¹ñ³Ï³Ý ÉÇÝ»É ãÇ Ï³ñáÕ: ²ÛëåÇëáíª 

0)( cf :  

 Â»áñ»Ù 2.2 (´áÉó³Ýá-ÎáßÇÇ II Ã»áñ»ÙÁ): ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹-

Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 

ï³ñµ»ñ ³ñÅ»ùÝ»ñ` )()( bfaf  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ, )(af  ¨ )(bf  Ãí»ñÇ ÙÇç¨ 

ÁÝÏ³Í Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ C  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ),( bac  Ï»ï, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ Ccf )( : 

 ► ºÝÃ³¹ñ»Ýùª )()( bfCaf  : ¸Çï³ñÏ»Ýù 

Cxfx  )()(  

ûÅ³Ý¹³Ï ýáõÝÏóÇ³Ý: ²ÛÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ 0)( a , 

0)( b : 

 ´áÉó³Ýá - ÎáßÇÇ ³é³çÇÝ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

),( bac  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0)( c , ³ÛëÇÝùÝ` ( )f c C :  
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 Ð»ï¨³Ýù: ºÃ» Ñ³ëï³ïáõÝÇó ï³ñµ»ñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ X  

ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ³å³ ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùÇ íñ³ Ýñ³ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ 
( )f X  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÝáõÛÝå»ë ÙÇç³Ï³Ûù ¿:  

 ► X  ÙÇç³Ï³ÛùÇ íñ³ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ( )f X  

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù Y -áí:  

 àñå»ë½Ç óáõÛó ï³Ýù, áñ Y -Á ÙÇç³Ï³Ûù ¿, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ³å³óáõó»É, 

áñ   Y -ÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 1y  ¨ 2y  Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ Ãí»ñÇ ÙÇç¨ 

ÁÝÏ³Í Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ C  ÃÇí ÝáõÛÝå»ë Y -Çó ¿, ³ÛëÇÝùÝ` ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñ-

Å»ù ¿: 

 ø³ÝÇ áñ 1y -Á ¨ 2y -Á f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ »Ý, áõëïÇ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝ»Ý Xxx 21 ,  ³ÛÝåÇëÇù, áñ 11)( yxf  , 22 )( yxf  : ºÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» 

21 xx   ¨ ],[ 21 xx  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ÏÇñ³é»Ýù ´áÉó³Ýá - ÎáßÇÇ »ñÏñáñ¹ 

Ã»áñ»ÙÁ. ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ),( 21 xxc  ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ Ccf )( : ²ÛëåÇëáí,  

C -Ý Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ù:  

 2. Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù 

f -Á ËÇëï ³×áÕ  (Ýí³½áÕ) ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³ ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

Üñ³ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÁ ¨ë ÙÇç³Ï³Ûù ¿, Ýß³Ý³Ï»Ýù 

Y -áí: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ f -Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÁ 

áñáßí³Í ¿ Y  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

  Æñáù, Y  ÙÇç³Ï³ÛùÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ y  Ï»ïÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ýáõ-

ÃÛ³Ý Ù»ç ¹Ý»Éáí Ýñ³ ÙÇ³Ï x  Ý³Ë³å³ïÏ»ñÁ (³ÛÝ x -Á, áñÇ Ñ³Ù³ñª 

yxf )( ), Ïëï³Ý³Ýù )(ygx   Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý: 

 üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 

X -Ç íñ³ áñáßí³Í f  ËÇëï ³×áÕ (Ýí³½áÕ) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ g  

ýáõÝÏóÇ³Ý ËÇëï ³×áÕ ¿ (Ýí³½áÕ ¿) Y  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

 ²å³óáõó»Ýù, áñ g -Ý Ý³¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ Y  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ 

                                                
 ²Û¹ x -Á ÙÇ³ÏÝ ¿, áñáíÑ»ï¨ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ËÇëï ³×áÕ ¿: 
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µ³í³Ï³Ý ¿ ÝÏ³ï»É, áñ Ýñ³ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÙÇç³-

Ï³Ûù ¿ ( X -Á), ³ÛÝáõÑ»ï¨ª ÏÇñ³é»É ÙáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹-
Ñ³ïáõÃÛ³ÝÁ í»ñ³µ»ñáÕ Ã»áñ»Ù 1.3-Á: 
 3. ì³Û»ñßïñ³ëÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ: 
  Â»áñ»Ù 2.3 (ì³Û»ñßïñ³ëÇ I Ã»áñ»ÙÁ): Ð³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏ-
óÇ³Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: 

 ► ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ 

³å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, ³ÛëÇÝùÝ` ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý m  ¨ M  

Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 

Mxfm  )( ,  ],[ bax : 

 ºÝÃ³¹ñ»Ýù Ñ³Ï³é³ÏÁª )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ã¿, ûñÇÝ³Ïª 

í»ñ¨Çó: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ E  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

],[ baxE   ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ Exf E )( : ì»ñóÝ»Éáí nE   µÝ³Ï³Ý ÃÇíÁ ¨, 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ï»ïÁ Ýß³Ý³Ï»Éáí nx , Ïëï³Ý³Ýùª  

nxf n )( ,  ,...2,1n :             (2.2) 

 ø³ÝÇ áñ  

bxa n  , 

³å³, ´áÉó³Ýá-ì³Û»ñßïñ³ëÇ É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ nx  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ½áõ·³Ù»ï »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ` 

],[ bacx
kn  : 

 üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 

( ) ( )
knf x f c :                                          (2.3) 

´³Ûó ÙÛáõë ÏáÕÙÇó, (2.2)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ )(
knxf , ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ 

¿ (2.3)-ÇÝ: ²ÛëåÇëáí, Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:  

 ºÉÝ»Éáí ³Ûë Ã»áñ»ÙÇóª ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, Ñ»ï¨³µ³ñ, ³ÛÝ áõÝÇ í»ñç³íáñ ×ß·ñÇï »½ñ»ñ.  

                                                
 üáõÝÏóÇ³ÛÇ ×ß·ñÇï »½ñ»ñ »Ý ³Ýí³ÝáõÙ Ýñ³ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý ×ß·ñÇï »½ñ»ñÁ: 
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)(sup
],[

xfM
ba

 , )(inf
],[

xfm
ba

 : 

 Ð³ñó ¿ Í³·áõÙ. ³ñ¹Ûáù ³Û¹ Ãí»ñÁ ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³±Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ù-

Ý»ñ, Ã» áã: Î³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿, ³ñ¹Ûáù )(xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ù-

Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»±Ý Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ï³ññ»ñª 

)(max
],[

xf
ba

 ¨ )(min
],[

xf
ba

: 

 ²Û¹ Ñ³ñóÇÝ å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁ: 
 Â»áñ»Ù 2.4 (ì³Û»ñßïñ³ëÇ II Ã»áñ»ÙÁ): Ð³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 
ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñ: 
 ► ²å³óáõó»Ýù Ù»Í³·áõÛÝÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁª Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý 

Ù»Ãá¹áí: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» )(sup
],[

xfM
ba

  ÃÇíÁ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ù ã¿ ¨ 

¹Çï³ñÏ»Ýù 

)(
1)(

xfM
x


  

ûÅ³Ý¹³Ï ýáõÝÏóÇ³Ý: ø³ÝÇ áñ M -Á )(xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ù ã¿, áõëïÇ 

0)(  xfM , [ , ]x a b : Ð»ï¨³µ³ñ, )(x  ýáõÝÏóÇ³Ý ÝáõÛÝå»ë ³ÝÁÝ¹-

Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: Ü³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, )(x -Á ë³ÑÙ³-

Ý³÷³Ï ¿, ³ÛëÇÝùÝ` ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 


 )(
1

xfM
,  ],[ bax : 

²Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýùª  


1)(  Mxf , ],[ bax , 

ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³ÝÁ: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõó-

í³Í ¿:  

 ► (ºñÏñáñ¹ ³å³óáõÛó) Öß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ n  µÝ³Ï³Ý ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ],[ baxn   Ï»ï, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 
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n

Mxf n
1)(   ,  ,...2,1n :                          (2.4) 

 ´áÉó³Ýá-ì³Û»ñßïñ³ëÇ É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ`  

],[ bacx
kn  : 

(2.4) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 

k
n n

Mxf
k

1)(  , 1,2,...k  ,                                 (2.4°) 

ÇëÏ c  Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿ª 

)()( cfxf
kn  : 

 ²ÛÅÙ, (2.4°) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, Ïëï³Ý³Ýùª 
Mcf )( : 

 ê³Ï³ÛÝ )(cf -Ý M -Çó Ù»Í ÉÇÝ»É ãÇ Ï³ñáÕ, Ñ»ï¨³µ³ñª Mcf )( : 

²ÛëÇÝùÝ` ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³ñÅ»ù:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: Ð³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³-
·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï³ï³ÝáõÙ ³Û¹ 
Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿   ï³éáí` mM  : 

 ºÃ» )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý (å³ñï³¹Çñ ã¿ª ³ÝÁÝ¹Ñ³ï) ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ X  

µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, ³å³ Ýñ³ ï³ï³ÝáõÙÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñåª 

)(inf)(sup xfxf
XxXx 

 : 

 ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏáõÙ »Ýù ³å³óáõó»É, áñ  

 )()(sup
,

xfxf
Xxx




 : 

 4. Ð³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝ:  
 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ áñáßí³Í f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ 

Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï X -Ç íñ³, »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³-

Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ x x     å³ÛÙ³ÝÇÝ  
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µ³í³ñ³ñáÕ Ï³Ù³Û³Ï³Ý Xxx ,  Ï»ï»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ 

( ) ( )f x f x     

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  

 Â»áñ»Ù 2.5: X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï f  

ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³: 

 ► ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý Xx 0  Ï»ï ¨ óáõÛó ï³Ýù, áñ f  ýáõÝÏ-

óÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³Û¹ Ï»ïáõÙ:  
 Æñáù, Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç í»ñóÝ»Éáí 

0xx  , xx  , Ïëï³Ý³Ýù, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÇÝ (    É»½íáí):  

 ²Ûë Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ã¿, ³ÛëÇÝùÝ` ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³ñáÕ 
¿ ÉÇÝ»É ³ÝÁÝ¹Ñ³ï, µ³Ûóª áã Ñ³í³ë³ñ³ã³÷:  
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

  10. (0,1)  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çï³ñ-

Ï»Ýù 
x

xf 1)(   ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏ-

óÇ³Ý: òáõÛó ï³Ýù, áñ f -Á Ñ³í³-

ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ã¿ ³Û¹ ÙÇç³-
Ï³ÛùáõÙ: 
 ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿ ÝÏ³ï»É, 

áñ, ûñÇÝ³Ï, 10   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³-

í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý   

·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ: ²ÛëÇÝùÝ` ÇÝãåÇëÇ 

0  ÃÇí ¿É áñ í»ñóÝ»Ýù, (0,1)  

ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³Ý 

( -Çó Ï³Ëí³Í) x  ¨ x   Ï»ï»ñ 

³ÛÝåÇëÇù, áñ ãÝ³Û³Íª 

 xx , µ³Ûóª 1)()(  xfxf : 

 f x  

 f x  

x  x    
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 ÆëÏ³å»ë, áñå»ë x   Ï³ñ»ÉÇ ¿ í»ñóÝ»É ),0(   ÙÇç³Ï³ÛùÇ Ï³Ù³Û³-

Ï³Ý Ï»ï, ÇëÏ x  -Ý ÁÝïñ»É ³Û¹ ÝáõÛÝ ),0(  -Çó, ³ÛÝå»ë ( 0 -ÇÝ µ³í³-

Ï³Ý³ã³÷ Ùáï), áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ ( ) 1 ( )f x f x    å³ÛÙ³ÝÁ: 

 20. 
x

xf 1sin)(   ýáõÝÏóÇ³Ý ÝáõÛÝå»ë ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ (0,1)  ÙÇç³Ï³Û-

ùáõÙ, µ³Ûó Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ã¿ ³Û¹ï»Õ: 

 ÎñÏÇÝ óáõÛó ï³Ýù, áñ 10   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ   ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ: ¸ñ³ 

Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù ),0(   ÙÇç³Ï³ÛùÁ ¨ ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ x  ¨ x   Ï»ï»ñÝ 

ÁÝïñ»Ýù ³ÛÝå»ë, áñ 1)( xf , 1)( xf : ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýù` 

 xx , µ³Ûóª 2)()(  xfxf : 

 Â»áñ»Ù 2.6 (Î³ÝïáñÇ Ã»áñ»ÙÁ): Ð³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý 
Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 
 ► ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ f  

ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, µ³Ûó` áã Ñ³í³ë³ñ³ã³÷: 

¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ÙÇ áñ¨¿ 00   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹-

Ñ³ïáõÃÛ³Ý   ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ, ³ÛëÇÝùÝ` ÇÝãåÇëÇ 0  ÃÇí ¿É í»ñóÝ»Ýù, 

Ýñ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³Ý ( -Çó Ï³Ëí³Í) x  ¨ x   

Ï»ï»ñ  ³ÛÝåÇëÇù, áñ ãÝ³Û³Íª   xx , µ³Ûóª 

0)()(   xfxf : 

 ì»ñóÝ»Éáí 
n
1

 , ,...2,1n  ¨ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý x  ¨ x   Ï»ï»ñÁ  

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ Ýß³Ý³Ï»Éáí nx  ¨ nx  ª ÏáõÝ»Ý³Ýù 

   
n

xx nn
1

 , 0)()(  nn xfxf                (2.5) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: 

 ø³ÝÇ áñ ],[ baxn  , ³å³, ´áÉó³Ýá-ì³Û»ñßïñ³ëÇ É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³-

Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ nx -Ç ½áõ·³Ù»ï »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ` 
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0 [ , ]
knx x a b   : 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù ÝáõÛÝª kn  ÇÝ¹»ùëÝ»ñáí ÙÛáõëª 
knx   Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ: 

ø³ÝÇ áñ 

   
kkkk nnnn xxxxxx  00  ¨ 01


k

nn n
xx

kk
, 

áõëïÇ 
knx  -Á ¨ë ÏÓ·ïÇ 0x  ë³ÑÙ³ÝÇÝ: 

 ø³ÝÇ áñ 0x  Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ñ, áõëïÇª 

)()( 0xfxf
kn  , )()( 0xfxf

kn  , 

Ñ»ï¨³µ³ñª  

0)()( 
kk nn xfxf : 

´³Ûó í»ñçÇÝë Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ (2.5) å³ÛÙ³ÝÇó µËáÕ 0( ) ( )
k kn nf x f x     

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ:  

 ²ÛÅÙ Ó¨³Ï»ñå»Ýù Î³ÝïáñÇ Ã»áñ»ÙÇª Ñ»ï³·³ÛáõÙ Ï³ñ¨áñ ¹»ñ áõÝ»-

óáÕ ÙÇ Ñ»ï¨³Ýù: ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí Ý³Ë ï³Ýù ÙÇ ù³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñ. 

  nxxxP ,...,, 10  í»ñç³íáñ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ],[ ba  Ñ³ï-

í³ÍÇ ïñáÑáõÙ, »Ã» bxxxa n  ...10 : 

 Üßí³Í nxxx ,...,, 10  Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ïñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñ, ÇëÏ 

],[ 1ii xx , 1,...,1,0  ni  Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ` ïñáÑÙ³Ý Ñ³ïí³ÍÝ»ñ: 

 10 1
max ( )i ii n

x x   
   ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ ïñáÑÙ³Ý ïñ³Ù³·ÇÍ: 

 Ð»ï¨³Ýù: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ   ïñ³Ù³·Íáí Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñáÑÙ³Ý Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ 

  )( fi , 1,...,1,0  ni                          (2.6) 
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å³ÛÙ³ÝÁ, áñï»Õ )( fi -Á f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï³ï³ÝáõÙÝ ¿ ïñáÑÙ³Ý 

],[ 1ii xx  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³: 

 ► ¸Çóáõù  -Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý  ¹ñ³Ï³Ý ÃÇí ¿: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Î³ÝïáñÇ 

Ã»áñ»ÙÇ, f -Á Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, áõëïÇ 

ïñí³Í  -Ç Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý  : 

òáõÛó ï³Ýù, áñ Ñ»Ýó ³Û¹  -Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (2.6) å³ÛÙ³ÝÇÝ: 

 ì»ñóÝ»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ  -Çó ÷áùñ ïñ³Ù³·Íáí Ï³Ù³Û³Ï³Ý 

ïñáÑáõÙª 

  bxxxa n  ...10 ;  ii xx 1 , 1,...,1,0  ni : 

 ø³ÝÇ áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³ÙµáÕç ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³, 

³å³ ³ÛÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ÏÉÇÝÇ Ý³¨ ],[ 1ii xx , 1,...,1,0  ni  Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ 

íñ³: ì³Û»ñßïñ³ëÇ »ñÏñáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ],[ 1ii xx  Ñ³ïí³ÍÇ 

íñ³ ³ÛÝ ÏÁÝ¹áõÝÇ Çñ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, ³ë»Ýù Ã», ix  
¨ ix   Ï»ï»ñáõÙ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ,  -Ç ÁÝïñáõÃÛ³Ý  Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ÏáõÝ»Ý³Ýùª  

( ) ( ) ( )i i if f x f x     , 1,...,1,0  ni , 

ÇÝãÁ ¨ å»ïù ¿ñ ³å³óáõó»É:  
 

¢3. ´àðºÈÆ ÈºØØ²Ü ºì Üð² ÎÆð²èàôÂÚàôÜÜºðÀ 
 

 1. ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³Ý:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: Î³ë»Ýù, áñ    µ³ó ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ ÁÝï³ÝÇùÁ Ñ³Ý¹Ç-

ë³ÝáõÙ ¿ X  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Í³ÍÏáõÛÃ (Ï³Ùª Í³ÍÏáõÙ ¿ X  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ), »Ã» 
X -Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ï»ï å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ³Û¹ ÁÝï³ÝÇùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇó ·áÝ» 
Ù»ÏÇÝ: 
 úñÇÝ³Ï: àñå»ë X  í»ñóÝ»Ýù (0,1)  µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùÁ ¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù 

1 , 1
n

  
  
  

, ,...3,2n  µ³ó ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ ÁÝï³ÝÇùÁ: ¸Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, áñ 

                                                
 ´³½ÙáõÃÛ³ÝÁ (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç), áñÇ ï³ññ»ñÝ  Çñ»Ýó Ñ»ñÃÇÝ ¨ë µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý, 
ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ ³Ýí³Ý»É ÁÝï³ÝÇù:  
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³Û¹ ÁÝï³ÝÇùÁ Í³ÍÏáõÙ ¿ (0,1)  ÙÇç³Ï³ÛùÁ, áñáíÑ»ï¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

)1,0(0 x  Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ, ëÏë³Í ÇÝã-áñ Ñ³Ù³ñÇó, µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿ 0
1 x
n
  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, ³ÛëÇÝùÝª 

0
1 , 1x
n

  
 

, 0nn  : 

 òáõÛó ï³Ýù, áñ ³Û¹ ÁÝï³ÝÇùÇ áã ÙÇ í»ñç³íáñ »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝ ãÇ 

Í³ÍÏÇ (0,1)  ÙÇç³Ï³ÛùÁ (·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ): 

 Æñáù, ³Û¹ ÁÝï³ÝÇùÇ ÇÝãåÇëÇ í»ñç³íáñ »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿É í»ñó-
Ý»Ýù` 

1 2

1 1 1, 1 , , 1 ,..., , 1
mn n n

    
    

     
, 

¨ Ýß³Ý³Ï»Ýùª 1
1 2

1 1 1min , ,...,
m

x
n n n

 
  

 
, ÏáõÝ»Ý³Ýù, áñ  1,0 x  

ÙÇç³Ï³ÛùÇ Ï»ï»ñÁ Í³ÍÏí³Í ã»Ý ³Û¹ í»ñç³íáñ ÁÝï³ÝÇùáí: 

 ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³Ý åÝ¹áõÙ ¿, áñ »ñµ X  í»ñç³íáñ ÙÇç³Ï³ÛùÁ ÷³Ï ¿, ³Ûë-
åÇëÇ »ñ¨áõÛÃÁ µ³ó³éíáõÙ ¿: 

 Â»áñ»Ù 3.1 (´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³Ý): ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý    µ³ó 

ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ ³Ýí»ñç Í³ÍÏáõÛÃÇó Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³Ýç³ï»É í»ñç³íáñ »ÝÃ³-
Í³ÍÏáõÛÃ: 
 ► ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµª ÏÇñ³é»Éáí Ñ³ïí³ÍÁ 

ÏÇë»Éáõ Ù»Ãá¹Á: 

 ºÃ» ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÁ ÑÝ³ñ³íáñ ã¿ Í³ÍÏ»É    ÁÝï³ÝÇùÇÝ å³ï-

Ï³ÝáÕ í»ñç³íáñ Ãíáí ÙÇç³Ï³Ûù»ñáí, ³å³ ÝáõÛÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³ë»É ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍÇ 



 

2
, baa  ¨ 



  bba ,

2
 »ñÏáõ Ï»ë»ñÇó ³éÝí³½Ý Ù»ÏÇ Ù³ëÇÝ: 

²Û¹ Ï»ëÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù ],[ 11 ba -áí ¨ ÝáõÛÝ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÁ Ï³ï³ñ»Ýù 

],[ 11 ba -Ç Ñ³Ù³ñ: 
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 ²Ûë åñáó»ëÝ ³Ýí»ñç ß³ñáõÝ³Ï»Éáíª Ïëï³Ý³Ýù [ , ], 1,2,...n na b n   

Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ É»ÙÙ³ÛÇ, 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ],[ bac  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

can  ,  cbn  ,  ],[ nn bac : 

 ø³ÝÇ áñ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ï»ï å³ïÏ³ÝáõÙ ¿    

µ³ó ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ ÁÝï³ÝÇùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÇÝ, áõëïÇ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝÇ 
0

: ( , )     ÙÇç³Ï³Ûù, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

  c : 

 ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó ï»ÕÇ ÏáõÝ»Ý³Ý 

  nn bca  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: Ð»ï¨³µ³ñ, ëÏë³Í Ñ»Ýó ³Û¹ Ñ³Ù³ñÇó, ],[ nn ba  

Ñ³ïí³ÍÁ Í³ÍÏíáõÙ ¿    ÁÝï³ÝÇùÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ ÁÝ¹³Ù»ÝÁ Ù»Ïª 
0

  

ÙÇç³Ï³Ûùáí: ¸³ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ ],[ nn ba  Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ ÁÝïñáõÃÛ³Ý å³Û-

Ù³ÝÇÝ: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:  

 2. ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³ÛÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ó¨³Ï»ñåáõÙÁ:   

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù  -Ý Ãí³ÛÇÝ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿ª  : 

 ³)   µ³½ÙáõÃÛ³Ý a  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ý»ñùÇÝ Ï»ï, »Ã» 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ a -Ç ßñç³Ï³Ûù, áñÁ å³ñáõÝ³ÏíáõÙ ¿  -áõÙ: 

 µ)  -Ý ÏáãíáõÙ ¿ µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝ, »Ã» Ýñ³ µáÉáñ Ï»ï»ñÁ Ý»ñùÇÝ 
Ï»ï»ñ »Ý: 
 ·) ´³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÷³Ï, »Ã» Ýñ³ Éñ³óáõÙÁ* µ³ó ¿:  
 ö³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ë³ÑÙ³Ý»É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. µ³½Ùáõ-
ÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÷³Ï, »Ã» Ýñ³ í»ñç³íáñ Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï»ñÁ å³ï-
Ï³ÝáõÙ »Ý Çñ»Ý: ²Ûë ¨ Ý³Ëáñ¹ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ³å³-

óáõÛóÁ ÃáÕÝ»Ýù ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ:   

                                                
 A  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Éñ³óáõÙ ¿ ÏáãíáõÙ \ A  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ cA -áí: 
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 Â»áñ»Ù 3.2 (´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³ÛÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ó¨³Ï»ñåáõÙÁ): E  ÷³Ï ¨ ë³Ñ-

Ù³Ý³÷³Ï µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý    µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³Ýí»ñç 

Í³ÍÏáõÛÃÇó Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³Ýç³ï»É í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ: 
 ► ø³ÝÇ áñ E -Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, áõñ»ÙÝ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ],[ ba  

Ñ³ïí³Í, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñÝ ÁÝ¹·ñÏáõÙ ¿ E -Ý` ],[ baE  :  

 ÎñÏÇÝ ÏÇñ³é»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý Ù»Ãá¹Á: ºÃ» E -Ý ÑÝ³ñ³-

íáñ ã¿ Í³ÍÏ»É    ÁÝï³ÝÇùÇ í»ñç³íáñ Ãíáí µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñáí, ³å³ 

Ebaa 



 

2
,  ¨ Ebba





  ,

2
 µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó ³éÝí³½Ý Ù»ÏÁ 

ÝáõÛÝå»ë ãÇ Í³ÍÏíÇ ³Û¹ ÁÝï³ÝÇùÇ í»ñç³íáñ Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñáí: ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ï»ëÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù ],[ 11 ba -áí ¨ ÝáõÛÝ ¹³ïá-

ÕáõÃÛáõÝÁ Ï³ï³ñ»Ýù ],[ 11 ba -Ç Ñ³Ù³ñ: ²Ûë åñáó»ëÝ ³Ýí»ñç ß³ñáõÝ³-

Ï»Éáíª Ïëï³Ý³Ýù [ , ], 1,2,...n na b n   Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñ ¨, ÏÇñ³é»Éáí 

Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÇ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ÏÑ³Ý·»Ýù Ñ³Ï³ëáõ-

ÃÛ³Ý:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ´³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó µ³ÕÏ³ó³Í Í³ÍÏáõÛÃÝ ³Ýí³ÝáõÙ 
»Ý µ³ó Í³ÍÏáõÛÃ: K µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÏáÙå³Ïï, »Ã» Ýñ³ 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ µ³ó Í³ÍÏáõÛÃ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ: 
 §ÎáÙå³Ïï¦ ï»ñÙÇÝÇ ÙÇçáóáí ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³Ý Ó¨³Ï»ñåíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É 
Ï»ñå.  Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ÷³Ï ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝ ÏáÙå³Ïï ¿:  

 ÖÇßï ¿ Ý³¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙÁ (³å³óáõó»°É):       
 3. ì³Û»ñßïñ³ëÇ ³é³çÇÝ Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÁ ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³ÛÇ 

û·ÝáõÃÛ³Ùµ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

²å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, ûñÇÝ³Ï, í»ñ¨Çó: 

 ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý ],[ ba  Ï»ï: ø³ÝÇ áñ )()(lim 


fxf
x




, 

áõëïÇ, í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý 

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

                                                
 î»'ë VII ·ÉáõË, ¢ 3, Ï»ï 2: 
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  ],[ bax , 1)()(    fxfx :                  (3.1) 

 ²Ûë ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÁ Ï³ï³ñ»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ µáÉáñ   Ï»ï»ñÇ 

Ñ³Ù³ñ ¨ Ýß³Ý³Ï»Ýùª     , : ²Û¹ ¹»åùáõÙ    µ³ó 

ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ ÁÝï³ÝÇùÁ ÏÍ³ÍÏÇ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÁ:  

 ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ],[ ba -Ç í»ñç³íáñ  »ÝÃ³-

Í³ÍÏáõÛÃ` 

      1 11 1, ,..., ,
m mm m              :           (3.2) 

 Üß³Ý³Ï»Ýùª  

 1)(,...,1)(max 1  mffM  , 

¨ óáõÛó ï³Ýù, áñ 

Mxf )( ,  ],[ bax : 

 Æñáù, ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ x  Ï»ï å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ (3.2) í»ñ-

ç³íáñ ÁÝï³ÝÇùÇ ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÇÝ`  
ii iix    , : 

Ð»ï¨³µ³ñ, (3.1) å³ÛÙ³ÝÇó ÏáõÝ»Ý³Ýùª Mfxf i  1)()(  :  

 4. Î³ÝïáñÇ Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÁ ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³ÛÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ: ¸Çóáõù 

f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: ²å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ 

Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

 ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí ¨ ],[ ba  Ï»ï:   Ï»ïáõÙ f  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ   ÃÇí, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

],[, baxx  ,  x ,    )()( xfxfx : 

 ¸ñ³ÝáõÙ Ñ³Ùá½í»Éáõ Ñ³Ù³ñ, áñå»ë   Ï³ñ»ÉÇ ¿ í»ñóÝ»É 
2


 ÃíÇÝ Ñ³-

Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý  -Ý` 

   [ , ], ( ) ( )
2

x a b x f x f
        , 

¨ û·ïí»É  
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)()()()()()( xfffxfxfxf    

»é³ÝÏÛ³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó: 

 ²ÛÅÙ [ , ]a b  Ñ³ïí³ÍÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ   Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ Ýß³Ý³Ï»Ýùª 








 
2

,
2








 : ²Û¹ ¹»åùáõÙ    µ³ó ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ ÁÝï³ÝÇ-

ùÁ ÏÍ³ÍÏÇ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÁ ¨, ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ïå³ñáõÝ³ÏÇ 

í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ` 

    1 2
, ,...,

m     :                (3.3) 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 
m  ,...,

1
 Ãí»ñÁ ¨ Ýß³Ý³Ï»Ýùª 

1min ,...,
2 2

m 


 
  

 
: 

 òáõÛó ï³Ýù, áñ Ñ»Ýó ³Ûë   ÃÇíÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý  -Ç íñ³ ¹ñí³Í å³ÛÙ³ÝÇÝ`  

, [ , ], ( ) ( )x x a b x x f x f x             : 

  ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí í»ñóÝ»Ýù  xx  å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ],[, baxx   Ï»ï»ñ: ø³ÝÇ áñ (3.3) ÁÝï³ÝÇùÁ Í³ÍÏáõÙ ¿ 

],[ ba  Ñ³ïí³ÍÁ, áõëïÇ x  Ï»ïÁ å»ïù ¿ å³ïÏ³ÝÇ ³Û¹ ÁÝï³ÝÇùÇ ÙÇ-

ç³Ï³Ûù»ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÇÝ` 
i

x  , ³ÛëÇÝùÝ`  

   
i

i

ix 
 


 

2
:                     (3.4) 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇóª  xx , Ñ»ï¨³µ³ñª 

i

iii

ii xxxx 
 


 

222
:         (3.5) 

 
i  ÃíÇ ÁÝïñáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÇ ßÝáñÑÇí, (3.4) ¨ (3.5) ³ÝÑ³í³ë³-

ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó µËáõÙ ¿ª  )()( xfxf  :  
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 5. Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ÉñÇíáõÃÛ³ÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù åÝ¹áõÙÝ»ñ:  
 Â»áñ»Ù 3.3: Ð»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý. 

 1 .  ¸»¹»ÏÇÝ¹Ç Ã»áñ»ÙÁ (I ·ÉáõË, Ã»áñ»Ù 1.1): 

 2 .  Öß·ñÇï »½ñ»ñÇ ·áÛáõÃÛ³Ý Ã»áñ»ÙÁ (I ·ÉáõË, Ã»áñ»Ù 1.2): 

 3 .  ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÇ 

        ·áÛáõÃÛ³Ý Ã»áñ»ÙÁ (II ·ÉáõË, Ã»áñ»Ù 2.1): 

 4 .  Ü»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ É»ÙÙ³Ý (II ·ÉáõË, Ã»áñ»Ù 2.3): 

 5 .  ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³Ý (III ·ÉáõË, Ã»áñ»Ù 3.1): 

 6 .  ´áÉó³Ýá-ì³Û»ñßïñ³ëÇ É»ÙÙ³Ý (II ·ÉáõË, Ã»áñ»Ù 3.4): 

 7 .  ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÁ (II ·ÉáõË, Ã»áñ»Ù 4.1): 

 ► ø³ÝÇ áñ 
5

1 2 3 4
6 7

    




   

 
 ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ³ñ¹»Ý 

³å³óáõóí³Í »Ý, áõëïÇ Ýßí³Í åÝ¹áõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛáõÝÁ óáõÛó 
ï³Éáõ Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿ ³å³óáõó»É Ñ»ï¨Û³É ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ.  

³) 5 6  ,               µ) 7 4  ,                   ·) 4 1  : 

 ³)-Ç ³å³óáõÛóÁ: ²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³Ý ×Çßï ¿, ³å³ 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ na x b   ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³Ý:  

 Î³ï³ñ»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛáõÝ. ¹Çóáõù  ,a b  Ñ³ïí³ÍÇ áã ÙÇ 

Ï»ï nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù³ëÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³Ý ã¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ûáõñ³-

ù³ÝãÛáõñ  ,x a b  Ï»ï ÏáõÝ»Ý³ ÙÇ ³ÛÝåÇëÇ x  ßñç³Ï³Ûù, áñÁ å³ñáõ-

Ý³ÏáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý í»ñç³íáñ ù³Ý³Ïáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ: 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù  ,a b  Ñ³ïí³ÍÇ µáÉáñ x  Ï»ï»ñÇ x  ßñç³Ï³Ûù»ñÁ: 

²é³ç³ó³Í µ³ó ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ  x  ÁÝï³ÝÇùÁ ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³  ,a b  

Ñ³ïí³ÍÇ Í³ÍÏáõÛÃ ¨, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³ÛÇ, Ïå³ñáõÝ³ÏÇ í»ñ-

                                                
 ²Û¹ ù³Ý³ÏÁ Ï³ñáÕ ¿ Ý³¨ ½ñá ÉÇÝ»É:  
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ç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ՝ 
1 2
, ,..., :

px x x    ´³Ûó, ù³ÝÇ áñ Ýßí³Í ÙÇç³-

Ï³Ûù»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý í»ñç³-

íáñ ù³Ý³Ïáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ, áõëïÇ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ ³éÑ³ë³ñ³Ï  

µ³ÕÏ³ó³Í ¿ í»ñç³íáñ ù³Ý³Ïáí ³Ý¹³ÙÝ»ñÇó, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 

 µ)-Ç ³å³óáõÛóÁ: ¸Çóáõù  , , 1,2,...n na b n   Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ Ý»ñ¹ñí³Í 

»Ý ¨ 0n nb a  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ ï»ÕÇ áõÝ»Ý  

 0 ,n m n n na a b a n m      

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ÇÝãÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ na  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É ¿: Ð³Ù³Ó³ÛÝ ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÇ, na    

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³Ù»ï ¿՝ na c : ØÛáõë ÏáÕÙÇó՝ 

( )n n n nb b a a c    : äÝ¹áõÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿: 

    ·)-Ç ³å³óáõÛóÁ: ¸Çóáõù AA / -Á Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³ïáõÛÃ ¿: 

²å³óáõó»Ýù, áñ ³Ûë Ñ³ïáõÛÃÝ áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý³½³ïÇã ÃÇí, ³ÛëÇÝùÝ՝ 
·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ   Çñ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

A      և A      :                        (3.6) 

 ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí í»ñóÝ»Ýù áñ¨¿ 1 A   ¨ 1 A   Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ ¨ 

ÏÇë»Ýù  1 1,   Ñ³ïí³ÍÁ:  2 2,  -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ³é³ç³ó³Í Ï»ë»ñÇó 

³ÛÝ, áñÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñÁ AA /  Ñ³ïáõÛÃÇ ï³ñµ»ñ ¹³ë»ñÇó »Ý, ³ÛëÇÝùÝ՝ 

2 A   ¨ 2 A  : ÜáõÛÝ ëÏ½µáõÝùáí ÏÇë»Ýù  2 2,   Ñ³ïí³ÍÁ ¨ ³ÛÉÝ: 

²Ýí»ñç ß³ñáõÝ³Ï»Éáí Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ ÏÇë»Éáõ åñáó»ëÁ՝ ÏÑ³Ý·»Ýù 

 , , 1,2,...n n n      Ý»ñ¹ñí³Í  Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇÝ, ÁÝ¹ áñáõÙ, 

, , 0n n n nA A       : 

 ÎÇñ³é»Éáí Ý»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ É»ÙÙ³Ý՝ ÏáõÝ»Ý³Ýù, áñ n  ¨ n  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ   ë³ÑÙ³ÝÇÝ: ØÝáõÙ ¿ 

ÝÏ³ï»É, áñ ³Û¹   ÃÇíÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (3.6) å³ÛÙ³ÝÇÝ: 
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¢1. ²Ì²ÜòÚ²È 
 

 1. ²Í³ÝóÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ¸Çóáõù )(xfy   ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 

X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ Xx 0 : Üß³Ý³Ï»Ýù` 0xxx  , áñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù 

³ñ·áõÙ»ÝïÇ ³× 0x  Ï»ïáõÙ: ²ÛÝáõÑ»ï¨, Ýß³Ý³Ï»Ýùª 

)()( 00 xfxxffy  , 

áñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù )(xfy   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³× 0x  Ï»ïáõÙ (³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛ³Ý 

¹»åùáõÙ f -Ç ÷áË³ñ»Ý Ï·ñ»Ýù 0( )f x , Éñ³óáõóÇã Ýß»Éáí, áñ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Á ¹Çï³ñÏí³Í ¿ 0x  Ï»ïáõÙ):  

 ¸Çï³ñÏ»Ýù ³Û¹ ³×»ñÇ Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ` 

0
lim
x

y
x 




 Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿, 
0

lim
x

f
x 




:                          (1.1) 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ» (1.1) ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ (áñÁ Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É Ã»' 
í»ñç³íáñ, ¨ Ã»'  ), ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ )(xfy   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³Í³ÝóÛ³É 0x  Ï»ïáõÙ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ )( 0xf   ëÇÙíáÉáíª 

   
x

xfxxf
xf

x 





)()(
lim)( 00

00 : 

 ²Ûë ë³ÑÙ³ÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáíª  

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx
xfxf

xf
xx 





:                            (1.1') 

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ 0x -Ý X  ÙÇç³Ï³ÛùÇ Í³Ûñ³Ï»ï ¿, (1.1')-Á 

Ñ³ëÏ³óíáõÙ ¿ áñå»ë ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³Ý (Ó³Ë Í³Ûñ³Ï»ïáõÙ` áñå»ë 
³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³Ý, ÇëÏ ³ç Í³Ûñ³Ï»ïáõÙ` Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý): 

                                                
 ºÝÃ³¹ñíáõÙ ¿, áñ x X : 
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 0( )f x  Ýß³Ý³ÏÙ³Ý ÷áË³ñ»Ý û·ï³·áñÍíáõÙ ¿ Ý³¨ 0( )df x
dx

 

Ýß³Ý³ÏáõÙÁ: 

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ f  ýáõÝÏóÇ³Ý X  ÙÇç³Ï³ÛùÇ µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ áõÝÇ 

í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É, )(xf  -Á áñáßí³Í ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùÇ µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ 

( X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ): ê³ÑÙ³Ýí³Í ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ )(xf  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³É ýáõÝÏóÇ³ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, Ï³Ù å³ñ½³å»ëª 
³Í³ÝóÛ³É : 
 ²Í³ÝóÛ³É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ û·ï³·áñÍíáõÙ »Ý Ý³¨ 

y , 
dx
dy

, xy  

Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ: 
 2. ²Í³ÝóÙ³Ý µ³Ý³Ó¨»ñÁ: ²å³óáõó»Ýù Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨»ñÁ. 

10. 0C  ,  20. 1)(   xx ,  30. aaa xx ln)(  , 

  40. e
x

x aa log1)(log  ,  50. xx cos)(sin  ,  60. xx sin)(cos  : 

 10-Ç ³å³óáõÛóÁ: ( )f x C  ýáõÝÏóÇ³Ý ),(   ÙÇç³Ï³ÛùÇ µáÉáñ 

Ï»ï»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ÙÇ¨ÝáõÛÝ C  ³ñÅ»ùÁ, Ñ»ï¨³µ³ñ` 

   0 0 ( 0)f C C x
x x

 
    

 
: 

 20-Ç ³å³óáõÛóÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù xxf )(  ýáõÝÏóÇ³Ý, áñï»Õ  -Ý 

½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¿: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ 0x -Ý 

å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇÝ ¨ 00 x : ºñµ 

0x  , û·ïí»Éáí »ññáñ¹ ÑÇÙÝ³Ï³Ý ë³ÑÙ³ÝÇó, ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

  01 10 0
0 0

0

1 1
( )

x
xx x xf x xxx x
x



 
   

 
  

       
 

: 
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 ºÃ» 00 x  Ï»ïÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇÝ, 

³å³ 20 µ³Ý³Ó¨Á ÏñÏÇÝ ÙÝáõÙ ¿ áõÅÇ Ù»ç: ÆëÏ³å»ë, 1  ¹»åùáõÙ 

ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

  1(0 ) (0) ( ) ( ) 0 ( 0)f x f x x x
x x


   

     
 

, 

1  ¹»åùáõÙª 1)0( f , ÇëÏ 10   ¹»åùáõÙ`  )0(f : 

 30-Ç ³å³óáõÛóÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù xaxf )(  ýáõÝÏóÇ³Ý, áñï»Õ 0a , 

1a , ),( x : Î³Ù³Û³Ï³Ý ),(0 x  Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ, û·ïí»Éáí 

»ñÏñáñ¹ ÑÇÙÝ³Ï³Ý ë³ÑÙ³ÝÇó, ÏáõÝ»Ý³Ýù` 

  
0 0

0 0
1 ln ( 0)

x x x x
x xf a a aa a a x

x x x

   
    

  
:  

 40-Ç ³å³óáõÛóÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù xxf alog)(   ýáõÝÏóÇ³Ý ( 0)x  : 

Î³Ù³Û³Ï³Ý 0 (0, )x    Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ, û·ïí»Éáí ³é³çÇÝ ÑÇÙÝ³Ï³Ý 

ë³ÑÙ³ÝÇó, ÏáõÝ»Ý³Ýù` 

 00 0

0
0

0

log 1
log ( ) log 1 log ( 0)

a
a a

a

x
xx x xf e xxx x xx

x

 
 

         
  

: 

 50-Ç ³å³óáõÛóÁ: xxf sin)(   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0x  

Ï»ïáõÙ áõÝ»Ýùª 

0
0 0

0

2sin cos
sin( ) sin 2 2 cos ( 0)

x xx
x x xf x x

x x x

            
  

: 

 ²Ûëï»Õ û·ïíáõÙ »Ýù cos x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÇó ¨ 

sin 1 ( 0)
2

t xt
t


    ë³ÑÙ³ÝÇó: 

 60-Ý ³å³óáõóíáõÙ ¿ 50-Ç ÝÙ³Ý: 
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 3. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Á: ºÝÃ³¹ñ»Ýù f  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 

X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ Xx 0  Ï»ïáõÙ áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É: ²Û¹ 

¹»åùáõÙ, Áëï ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý, áõÝ»Ýùª 

 0
0

0

( ) ( )
( ) 0

f x f x
f x x

x x
   


: 

 Üß³Ý³Ï»Éáí 

0
0

0

( ) ( )
: ( )

f x f x
f x

x x


  


, 

ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

)())(()()( 0000 xxxxxfxfxf           (1.2) 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª 

  xxxfxfxxf  )()()( 000 ,                       (1.2') 

áñï»Õ  -Ý Ï³Ëí³Í ¿ x -Çó ¨ Ýñ³ Ñ»ï Ù»Ïï»Õ Ó·ïáõÙ ¿ ½ñáÛÇ: 

 ²Ûë µ³Ý³Ó¨Á ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨: 
 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ØÇÝã ³ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñíáõÙ ¿ñ, áñ 0x : ê³Ï³ÛÝ, »Ã» 

å³ÛÙ³Ý³íáñí»Ýù 0x  ¹»åùáõÙ  -ÇÝ í»ñ³·ñ»É 0  ³ñÅ»ùÁ` 0)0(  , 

³å³ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Á ×Çßï ÏÉÇÝÇ Ý³¨ 0x   0x x  

¹»åùáõÙ: 

 Ð»ï¨³Ýùª ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Çó: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ 

áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ ³Û¹ Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

 Ð³Ï³é³Ï åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ã¿. ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É ³ÝÁÝ¹Ñ³ï, 

µ³Ûó ³Í³ÝóÛ³É ãáõÝ»Ý³É: ²Û¹åÇëÇÝ ¿, ûñÇÝ³Ï, ( )f x x  ýáõÝÏóÇ³Ý 

0 0x   Ï»ïáõÙ (Ñ³Ùá½í»°É ÇÝùÝáõñáõÛÝ): ´»ñ»Ýù Ù»Ï ³ÛÉ ûñÇÝ³Ï. ¹Çóáõùª 

x
xxf 1sin)(  , 0x  ¨ 0)0( f : ²Ûë ýáõÝÏóÇ³Ý ÏñÏÇÝ 0  Ï»ïáõÙ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ (ï»°ë III ·ÉáõË, ¢1, Ï»ï 5, ûñÇÝ³Ï 2 ), µ³Ûó ³Í³ÝóÛ³É ãáõÝÇ: 
Æñáù, ù³ÝÇ áñ 
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xx
fxf





 1sin)0()0(

, 

 Ñ»ï¨³µ³ñ, x -Á 0 -Ç Ó·ï»ÉÇë ³×»ñÇ Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ: 

 î»ÕÇÝ ¿ µ»ñ»É Ý³¨ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ûñÇÝ³Ï, áñÁ Ë½íáÕ ¿, µ³Ûó áõÝÇ 
³Í³ÝóÛ³É (µÝ³Ï³Ý³µ³ñª ³Ýí»ñç): ²Û¹åÇëÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ûñÇÝ³Ï ¿ 

Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ( ) sgnf x x  ýáõÝÏóÇ³Ý (III ·ÉáõË, ¢1, Ï»ï 3, ûñÇÝ³Ï 1 ): 

 ( ) sgnf x x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0 0x   Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³é³çÇÝ ë»éÇ Ë½áõÙ: 

ê³Ï³ÛÝ ¹Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ³×»ñÇ Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ 
Ó·ïáõÙ ¿  -Ç: Æñáù.  

 »Ã» 0x   , ³å³ 
(0 ) (0) 1f x f

x x
  

 
 

, 

 »Ã» 0x   , ³å³ 
(0 ) (0) 1f x f

x x
  

   
 

: 

 4. ²Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÁ: ¸Çóáõù u  ¨ v  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ áñáßí³Í »Ý 

ÙÇ¨ÝáõÛÝ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùÇ 0x  Ï»ïáõÙ ( X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ) 

áõÝ»Ý í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É: 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ 0x  Ï»ïáõÙ ( X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ) í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É áõÝ»Ý 

Ý³¨ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·áõÙ³ñÁ, ï³ñµ»ñáõÃÛõáÝÁ, ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, 

ù³Ýáñ¹Á ¨ ï»ÕÇ áõÝ»Ý Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨»ñÁ. 

 10. uccu )( , 

 20. vuvu  )( ,  

 30. vuvuuv )( , 

 40. 2v
vuvu

v
u 











: 

  ²å³óáõó»Ýù, ûñÇÝ³Ï, í»ñçÇÝÁ: ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí Ýß³Ý³Ï»Ýùª 

( )( )
( )

u xF x
v x

  

                                                
 ø³Ýáñ¹Ç ¹»åùáõÙ »ÝÃ³¹ñáõÙ »Ýù, áñ 0( ) 0v x  : 
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 ¨, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí uxuxxu  )()( 00  Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, Ñ³ßí»Ýù 

³×»ñÇ Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ, »ñµ 0x  : 

0 0 0 0

0 0

0 0
0 0

2
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )1 :
( ) ( ) ( ) ( )

F x x F x u x x u xF
x x x v x x v x

u vv x u xu x u u x u v v ux x
x v x v v x v x v x x v

     
         

                  

 

 ì»ñçÇÝ ù³ÛÉáõÙ û·ïí»óÇÝù 0x  Ï»ïáõÙ v  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÇó (í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿): 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 10. 
xx

xx
x
xtgx 22

22

cos
1

cos
sincos

cos
sin)( 











 : 

 20. 
xx

xx
x
xctgx 22

22

sin
1

sin
cossin

sin
cos)( 











 : 

 5. ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù ))(()( xfxF   µ³ñ¹ 

ýáõÝÏóÇ³Ý: ²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã»   ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É 

0x  Ï»ïáõÙ, ÇëÏ f  ýáõÝÏóÇ³Ý` )( 00 xt   Ï»ïáõÙ, ³å³ F  ýáõÝÏóÇ³Ý 

0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É ¨  

)())(()( 000 xxfxF   :                                 (1.3) 

 üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, áõÝ»Ýùª 

  
   

     
0 0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

F x x F x f x x f x

f x f x f x

 

      

       

       
 

áñï»Õ  -Ý Ï³Ëí³Í ¿  -Çó ¨ Ýñ³ Ñ»ï Ù»Ïï»Õ Ó·ïáõÙ ¿ 0 -Ç: 

Ð³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ ÏáÕÙÁ µ³Å³Ý»Éáí x -Ç íñ³, Ïëï³Ý³Ýùª 

    
xx

xf
x
F










  )( 0  : 
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 ²ÛÅÙ, »Ã» 0x , ³å³ 0  (áñáíÑ»ï¨ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É 

áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿): Ð»ï¨³µ³ñª 

      0 0( ) ( ) 0F f x x x
x

      


, 

ÇÝãÁ ¨ å»ïù ¿ñ ³å³óáõó»É: 

 6. ²Í³ÝóÛ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

áñáßí³Í ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ Xx 0  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É (í»ñç³íáñ 

Ï³Ù ³Ýí»ñç): 
 ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ íñ³ ¹Çï³ñÏ»Ýù  )(, 000 xfxM   

ýÇùëí³Í ¨ 

 )(, xfxM   

÷á÷áË³Ï³Ý Ï»ï»ñÁ: 
ØÇ³óÝ»Éáí ³Û¹ Ï»ï»ñÁª 

Ïëï³Ý³Ýù MM 0  Ñ³-

ïáÕÁ (É³ñÁ): ²Û¹ 
Ñ³ïáÕÇª ³µëóÇëÝ»ñÇ 
³é³ÝóùÇ ¹ñ³Ï³Ý áõÕ-
ÕáõÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½Ù³Í 
³ÝÏÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù 

)( x -áí, ³ÛëÇÝùÝ` 

( ) : ( )x arctg k x    , áñï»Õ )( xk  -Á MM 0  Ñ³ïí³ÍÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ 

·áñÍ³ÏÇóÝ ¿: àõÝ»Ýùª 

 0 0
0

( ) ( )( ) ( ) 0f x x f xk x f x x
x

       


:               (1.4) 

 ²ÛëåÇëáí, »Ã» f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ )( xk   

³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ 0x   ¹»åùáõÙ áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý, áñÁ Ñ»Ýó ³Û¹ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ ¿: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ» x -Á ½ñáÛÇ Ó·ï»ÉÇëª )( xk  -Á áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý, ³å³ 

³ëáõÙ »Ý, áñ ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ 0M  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ßáß³÷áÕ: 

M  

A  0
M    

0
x x x    

0
x  

0
2


  

 x   
0

  
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àñå»ë ßáß³÷áÕ ÁÝ¹áõÝíáõÙ ¿ ³ÛÝ áõÕÇÕÁ, áñÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ 0M  Ï»ïáí, ¨ áñÇ 

³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ª 

00
lim ( )
x

k x k
 

  :                                            (1.5) 

 (1.5) å³ÛÙ³ÝÁ, arctgx  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý ßÝáñÑÇí, Ï³ñ»ÉÇ 

¿ ·ñ»É Ý³¨  

00
lim ( )
x

x 
 

   

ï»ëùáí: ²Ûë ÝÏ³ï³éáõÙáí ¿É ³ëáõÙ »Ý, áñ ßáß³÷áÕÁ Ñ³ïáÕÇ 
ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ¹ÇñùÝ ¿: 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (1.4)-Á, Ïëï³Ý³Ýù, áñ »Ã» f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ 

áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ Ýñ³ ·ñ³ýÇÏÁ 0M  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ßáß³÷áÕ, áñÇ 

³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ )( 0xf  -Ý ¿` )( 00 xfk  :  

 ºñµ )( 0xf   ³Í³ÝóÛ³ÉÁ í»ñç³íáñ ¿, ßáß³÷áÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ÏÉÇÝÇª 

)( 000 xxkyy  : 

î»Õ³¹ñ»Éáí 0y -Ç ¨ 0k -Ç ³ñÅ»ùÝ»ñÁª Ïëï³Ý³Ýù 

))(()( 000 xxxfxfy   

Ñ³í³ë³ñáõÙÁ: 
 ÆëÏ »ñµ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ ³Ýí»ñç ¿, ßáß³÷áÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ÏÉÇÝÇª 

0xx  : 

 7. Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: ¸Çóáõù )(xfy   ýáõÝÏóÇ³Ý 

X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ËÇëï ÙáÝáïáÝ ¿ áõ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï, ¨ Ýñ³ ÁÝ¹áõÝ³Í 
³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Y  ÙÇç³Ï³ÛùÝ ¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ, Ñ³Ï³¹³ñÓ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·áÛáõÃÛ³Ý Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ )(ygx   

³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÁ áñáßí³Í ¿ Y  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

 Â»áñ»Ù 1.1: ºÃ» )(xfy   ýáõÝÏóÇ³Ý Xx 0  Ï»ïáõÙ áõÝÇ í»ñç³íáñ 

³Í³ÝóÛ³É ¨ 0)( 0  xf , ³å³ )(ygx   Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý 

)( 00 xfy   å³ïÏ»ñ-Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É ¨  

                                                
 ²Ýí»ñç ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³Ïóáí áõÕÇÕ ¿ Ñ³Ù³ñíáõÙ OX  ³é³ÝóùÇÝ áõÕÕ³Ñ³Û³ó áõÕÇÕÁ:  
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)(
1)(

0
0 xf

yg


 :             (1.6) 

 ► ¸Çï³ñÏ»Ýù ³×»ñÇ Ñ»ï¨Û³É Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁª 

  

0

0

0

00

0

0

0

)()(
11)()(

xx
xfxf

xx
yyyy

xx
yy

ygyg

















:                (1.7) 

 ºÃ» 0yy  , ³å³ )(ygx   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÇó ÏµËÇ, 

áñ 0xx : ²ÛÝáõÑ»ï¨, (1.7) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝáõÙ ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, 

Ïëï³Ý³Ýù (1.6)-Á:  

 Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ µ³Ý³Ó¨Ý áõÝÇ å³ñ½ 

»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÃÛáõÝ. »Ã» 0M  Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ 

ßáß³÷áÕÁ x -»ñÇ ³é³ÝóùÇ ¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½ÙáõÙ ¿ 0  

³ÝÏÛáõÝ, ³å³ ³Û¹ ßáß³÷áÕÁ y -Ý»ñÇ ³é³ÝóùÇ ¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõÃÛ³Ý Ñ»ï 

ÏÏ³½ÙÇ 02/    ³ÝÏÛáõÝ (ï»°ë ·Í³·ÇñÁ): ºí, ù³ÝÇ áñ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ³Û¹ 

ßáß³÷áÕÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÝ ¿, ³å³  

   
)(

11
2

)(
00

00 xftg
tgyg









 




: 

 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 10. xy arcsin , yx sin , 
22


 y  : 

  
22 1

1

sin1

1
cos

11

xyyx
y

y
x








 : 

 ²ñÙ³ïÇ ¹ÇÙ³ó í»ñóÝáõÙ »Ýù §+¦ Ýß³ÝÁ, áñáíÑ»ï¨ ycos  ýáõÝÏóÇ³Ý 









2
,

2


  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹ñ³Ï³Ý ¿: 

 20. arctgxy  , tgyx  : 

   22
2

1
1

1
1cos1

xytg
y

x
y

y
x 







 : 
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 ÜÙ³Ý ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³å³óáõó»É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É 
µ³Ý³Ó¨»ñÁ. 

 30. 
21

1)(arccos
x

x


 :     

 40. 21
1)(
x

arcctgx


 : 

 
 

¢2. ¸ÆüºðºÜòÆ²È 
   
 1. ¸Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É:  
 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

Î³ë»Ýù ³ÛÝ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ Xx 0  Ï»ïáõÙ, »Ã» ³Û¹ Ï»ïáõÙ Ýñ³ ³×Á 

Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

   xxAxfxxf  )()( 00 ,                          (2.1) 

áñï»Õ A  ÃÇíÁ Ï³Ëí³Í ã¿ x -Çó, ÇëÏ  -Ý x -Çó Ï³Ëí³Í ³Ýí»ñç 
÷áùñ ¿, »ñµ 0x  : 
 ì»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Á óáõÛó ¿ 

ï³ÉÇë, áñ »Ã» f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ 

³Û¹ Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ, )( 0xfA  : 

 ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³é³Ï åÝ¹áõÙÁ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 

0x  Ï»ïáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ` f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Á 0x  Ï»ïáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É (2.1) ï»ëùáí: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª 



 A

x
f

,  0 ( 0)x    : 

 ²Ûëï»Õ ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ 0x  ª Ïëï³Ý³Ýù, áñ f  

ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É, ÁÝ¹ áñáõÙ, Axf  )( 0 : 

 ²ÛëåÇëáí, áñå»ë½Ç f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ ÉÇÝÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ, 

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ³ÛÝ ³Û¹ Ï»ïáõÙ áõÝ»Ý³ í»ñç³íáñ 

³Í³ÝóÛ³É, ÁÝ¹ áñáõÙ, )( 0xfA  : 
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 (2.1) Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý Ù»ç Ù³ëÝ³ÏóáÕ xA  ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ, áñÁ ·Íáñ»Ý ¿ 

Ï³Ëí³Í x -Çó, ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ·ÉË³íáñ Ù³ë: ²ÛëåÇëÇ 

³Ýí³ÝáõÙÁ å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ Ýñ³Ýáí, áñ ( 0A  ¹»åùáõÙ) x -Á 0 -Ç 

Ó·ï»ÉÇëª ³Û¹ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ ³í»ÉÇ ¹³Ý¹³Õ ¿ Ó·ïáõÙ 0 -Ç, ù³Ý ÙÛáõëÁª x -

Á: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: 0x  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ·ÉË³íáñ 

Ù³ëÁ ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É ³Û¹ Ï»ïáõÙ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 

)( 0xdf  Ï³Ù 0( )dy x  ëÇÙíáÉáí: 

 ²ÛëåÇëáíª 

xxfxAxdf  )()( 00 : 

 Ø³ëÝ³íáñ³µ³ñ, í»ñóÝ»Éáí xxf )(  ýáõÝÏóÇ³Ý, Ïëï³Ý³Ýùª 

xxdx  1 : Ð»ï¨³µ³ñ, )(xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ý³¨ 

dxxfxdf )()( 00   

ï»ëùáí: 
 ¸Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ áõÝÇ å³ñ½ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëï:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ 0x  Ï»ïáõÙª ¹³ ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

·ñ³ýÇÏÇÝª Ýñ³ ),( 000 yxM   Ï»ïáõÙ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÇ ûñ¹ÇÝ³ïÇ 

³×Ý ¿: Æñáù, ³Û¹ ³×Ç Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýùª 

   )())(( 0000 xdfxxxfyy  :

0x  

df  

x  
f  

 ,M x y  

x  

 0 0 0,M x y  



¶ÉáõË IV. ¸Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßÇí 104 

 2. ¸Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÁ: ¸Çóáõù u  ¨ v  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ¹Çý»ñ»Ý-

ó»ÉÇ »Ý 0x  Ï»ïáõÙ ( X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ): ²Û¹ ¹»åùáõÙ 0x  Ï»ïáõÙ ( X  ÙÇç³-

Ï³ÛùáõÙ) ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ÏÉÇÝ»Ý Ý³¨ cu , vu  , uv  ¨ vu /  (í»ñçÇÝ ¹»åùáõÙ` 

0v ) ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, ÁÝ¹ áñáõÙ, 

 10. cdudcu  , 

 20. dvduvud  )( , 

 30. udvvduuvd )( , 

 40. 2v
udvvdu

v
ud 









: 

 Üßí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ µËáõÙ ¿ Ýñ³ÝÇó, áñ ¹ñ³Ýù 
áõÝ»Ý í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É (ï»°ë 1, 4): ´»ñí³Í µ³Ý³Ó¨»ñÇó ³å³óáõ-
ó»Ýù, ûñÇÝ³Ï, 30-Á: Àëï ³Í³ÝóÙ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ï³ÝáÝÇ, áõÝ»Ýù` 

vuuvuv )( : ²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ ÏáÕÙÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí 

dx -áí` Ïëï³Ý³Ýù 

   udvvdudxvudxuvdxuvuvd  )()(  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 

¢3. ´²ðÒð Î²ð¶Æ ²Ì²ÜòÚ²ÈÜºð ºì ¸ÆüºðºÜòÆ²ÈÜºð 
 

 1. ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù` )(xfy   ýáõÝÏóÇ³Ý X  

ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É ¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù )(xf   ýáõÝÏóÇ³Ý:  

 ºÃ» )(xf   ýáõÝÏóÇ³Ý Xx 0  Ï»ïáõÙ ( X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ) áõÝÇ 

³Í³ÝóÛ³É, ³å³ ³Û¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç 

³Í³ÝóÛ³É 0x  Ï»ïáõÙ ( X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ) ¨ ³ÛÝ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý y  , )( 0xf  , 

2
0

2 )(
dx

xfd
, 2

2

dx
yd

 ëÇÙíáÉÝ»ñÇó áñ¨¿ Ù»Ïáí: 

 ÜÙ³Ý Ó¨áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý »ññáñ¹, ãáññáñ¹ ¨ ³ÛÉ Ï³ñ·Ç ³Í³Ý-
óÛ³ÉÝ»ñÁ: àñå»ë½Ç Ï³ñáÕ³Ý³Ýù ë³ÑÙ³Ý»É n -ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 0x  

Ï»ïáõÙ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³Û¹ Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ áõÝ»Ý³ 

( 1n )-ñ¹ Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É: ²Û¹ ¹»åùáõÙ  
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    1
0 0( ) ( )n nf x f x  : 

úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

10. 1 2 ( ), , ( 1) ,..., ( 1)...( 1)n ny x y x y x y n x                   : 

20. xay  , aay x ln , aay x 2ln , ..., aay nxn ln)(  : 

30. xy ln , 
x

y 1
 ,  2

1
x

y  , ..., n

n
n

x
ny )!1()1( 1

)( 




: 

40. xy sin , 





 

2
sincos xxy , ..., 






 

2
sin)( nxy n : 

50. xy cos , 





 

2
cossin xxy , ..., 






 

2
cos)( nxy n : 

60. arctgxy  , 





 

2
sincos)!1()( ynyny nn : 

 Üßí³Í µ³Ý³Ó¨»ñÁ ³å³óáõóíáõÙ »Ý Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ 
Ù»Ãá¹áí: Ü»ñÏ³Û³óÝ»Ýù ÙÇ³ÛÝ 60 -Ç ³å³óáõÛóÁ: 
 1n  ¹»åùáõÙ áõÝ»Ýùª 

   





 

2
sincoscos2 yyyy : 

 ²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ 60 µ³Ý³Ó¨Á ×Çßï ¿ n -Ç Ñ³Ù³ñ ¨ ³å³óáõó»Ýù, 
áñ ³ÛÝ ×Çßï ¿ Ý³¨ ( 1n )-Ç Ñ³Ù³ñ: Æñáùª 

 

:
2

)1sin(cos!
2

)1(coscos!

2
sinsin

2
coscoscos!

2
coscos

2
sinsincos)!1(

2
sincos)!1(

11

1

1

)()1(







 



 















 






 















 






 


















 




















ynynnynyn

ynyynyyn

yynnyynyynn

ynynyy

nn

n

nn

nnn

 

 äÝ¹áõÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿: 
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 ú·ïí»Éáí ³Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÇóª Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ 
Ù»Ãá¹áí Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³å³óáõó»É, áñ »Ã» u  ¨ v  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ áõÝ»Ý n -ñ¹ 

Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ cu  ¨ vu   ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ¨ë 

ÏáõÝ»Ý³Ý n -ñ¹ Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É ¨  
   ( ) n ncu cu , )()()()( nnn vuvu  :                            (3.1) 

 2. È³ÛµÝÇóÇ µ³Ý³Ó¨Á: ²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» u  ¨ v  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ 
áõÝ»Ý n -ñ¹ Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ uvy   ýáõÝÏóÇ³Ý 

ÝáõÛÝå»ë ÏáõÝ»Ý³ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É, ÁÝ¹ áñáõÙ, 

  ( ) ( ) ( )

0
( )

n
n k n k k

n
k

uv C u v



 ,                          (3.2) 

áñï»Õ (0) (0),u u v v  , ÇëÏ , 0k
nC k n   Ãí»ñÁ ÜÛáõïáÝÇ »ñÏ³Ý¹³ÙÇ 

µ³Ý³Ó¨Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÝ »Ýª 
!

!( )!
k
n

nC
k n k




: 

 (3.2)-Á ÏáãíáõÙ ¿ È³ÛµÝÇóÇ µ³Ý³Ó¨: ²å³óáõó»Ýù ³ÛÝ 
Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹áí:  
 1n  ¹»åùáõÙ áõÝ»Ýùª 

   
1

(1 ) ( )
1

0
( ) k k k

k
y uv u v uv C u v



       : 

 ²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ (3.2) µ³Ý³Ó¨Á ×Çßï ¿ n -Ç Ñ³Ù³ñ ¨ ³å³óáõó»Ýù, 

áñ ³ÛÝ ×Çßï ¿ 1n -Ç Ñ³Ù³ñ: àõÝ»Ýùª 

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)

0 0

( 1) ( 1 ) ( ) 1 [ ( 1)] ( ) ( 1)

1 1

( )

,

n n
n n k n k k k n k k n k k

n n
k k

n n
n k n k k k n k k n

n n
k k

y uv C u v C u v u v

u v C u v C u v uv

     

 

      

 

 
              

   

 

 
 

áñï»Õ í»ñçÇÝ ù³ÛÉáõÙ Ï³ï³ñ»óÇÝù 









n

k
k

n

k
k aa

1
1

1

0

 Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÁ: 

 ²ÛÅÙ, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí 1
1

k k k
n n nC C C

   Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, Ïëï³Ý³Ýù 

(3.2) µ³Ý³Ó¨Á 1n -Ç Ñ³Ù³ñ: 
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 3. ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ: ¸Çóáõù )(xfy   ýáõÝÏóÇ³Ý 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ: dx -Á Ñ³Ù³ñ»Éáí Ñ³ëï³ïáõÝª 0x  

Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù dxxfdy )(  ýáõÝÏóÇ³Ý: ºÃ» ³ÛÝ ¹Çý»-

ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0x  Ï»ïáõÙ (³ÛëÇÝùÝª )(xf   ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³Ý-

óÛ³É 0x  Ï»ïáõÙª )( 0xf  ), ³å³ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ 

)(xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É 0x  Ï»ïáõÙ, ÇëÏ )(xf  

ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ »ñÏáõ ³Ý·³Ù (Ï³Ù ÏñÏÝ³ÏÇ) ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ 0x  

Ï»ïáõÙ: 
 ºñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ñ³Ù³ñ Ïû·ï³·áñÍ»Ýù  

)( 0
2 xfd , yd 2 , fd 2  

Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ: ²ÛëåÇëáíª 
2

00
2 ))(()( dxxfxfd  : 

 ºÃ» )(xfy   ýáõÝÏóÇ³Ý ÏñÏÝ³ÏÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, 

³å³ ï»ÕÇ áõÝ»Ý Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁª 

       22 ))(()()()()( dxxfdxdxxfdxxfddxxfddydyd  : 

 Ð»ï³·³ÛáõÙ 2)(dx -áõ ÷áË³ñ»Ý Ï·ñ»Ýù 2dx : ºñÏÇÙ³ëïáõÃÛáõÝÇó 

Ëáõë³÷»Éáõ Ñ³Ù³ñª 2x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù )( 2xd : 

ÜÙ³Ý Ó¨áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý »ññáñ¹, ãáññáñ¹, ..., n -ñ¹ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»Ý-

óÇ³ÉÝ»ñÁ ¨ n  ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ. )(xfy   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n -ñ¹ 

Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ( 1n )-ñ¹ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ 

¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ ¿ª 
nnnn dxxfyddyd )()( )(1   : 

ì»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõóíáõÙ ¿ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý 
ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹áí: 

 È³ÛµÝÇóÇ µ³Ý³Ó¨Ç »ñÏáõ ÏáÕÙÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí ndx -áíª Ïëï³Ý³Ýù  

0
( )

n
n k n k k

n
k

d uv C d ud v



  

 Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ uud 0 : 
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 ¢4. ¸ÆüºðºÜòÆ²È Ð²ÞìÆ ÐÆØÜ²Î²Ü ÂºàðºØÜºðÀ 
   

1.ü»ñÙ³ÛÇ Ã»áñ»ÙÁ:  

 Â»áñ»Ù 4.1: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý X  ÙÇç³Ï³ÛùÇ 0x  Ý»ñùÇÝ Ï»ïáõÙ 

ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Çñ Ù»Í³·áõÛÝ (÷áùñ³·áõÛÝ) ³ñÅ»ùÁ ¨ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ )( 0xf   

³Í³ÝóÛ³ÉÁ, ³å³ 0)( 0  xf : 

 ► ²å³óáõó»Ýù Ù»Í³·áõÛÝÇ ¹»åùáõÙ: ø³ÝÇ áñ )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  

Ý»ñùÇÝ Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ¨ 

Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ¨ Ñ³í³ë³ñ »Ý )( 0xf  ` 

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x 

  


,
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x 

  


: 

²Ûë »ñÏáõ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó µËáõÙ ¿, áñ 0)( 0  xf :  

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí ³Í³ÝóÛ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ` Ïëï³Ý³Ýù, áñ 

ü»ñÙ³ÛÇ Ã»áñ»ÙÇ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇÝ` Ýñ³ 

))(,( 00 xfx  Ï»ïáõÙ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ ½áõ·³Ñ»é ¿ ³µëóÇëÝ»ñÇ 

³é³ÝóùÇÝ: 
 2. èáÉÇ Ã»áñ»ÙÁ: 

  Â»áñ»Ù 4.2: ¸Çóáõù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ áñáßí³Í f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ. 
 ³) ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, 

 µ) áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É ³éÝí³½Ý ),( ba  µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, 

 ·) )()( bfaf  : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ c  Ï»ï ( bca  ), ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

0)(  cf : 

 ► ì³Û»ñßïñ³ëÇ »ñÏñáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Çñ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ 

³ñÅ»ùÝ»ñÁ` M , m :  
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 ºÃ» mM  , ³å³ f  ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿, Ñ»ï¨³µ³ñ` 

0)(  xf , ],[ bax :  

 ØÝáõÙ ¿ ùÝÝ³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ Mm  : ²Ûë ¹»åùáõÙ, Ñ³ßíÇ 

³éÝ»Éáí, áñ [ , ]a b  Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 

Ñ³í³ë³ñ ³ñÅ»ùÝ»ñ, »½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ m  ¨ M  ³ñÅ»ùÝ»ñÇó ·áÝ» 

Ù»ÏÁ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏÁÝ¹áõÝÇ [ , ]a b  Ñ³ïí³ÍÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ïáõÙ` c : 

ü»ñÙ³ÛÇ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` 0)(  cf :  

 3. È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á: 

  Â»áñ»Ù 4.3: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ áõÝÇ 

í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É ³éÝí³½Ý ),( ba  µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝÇ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ c  Ý»ñùÇÝ Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   )()()( cf
ab

afbf 



:            (4.1) 

 ► ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ûÅ³Ý¹³Ï ýáõÝÏóÇ³Ý` 

   )()()()()()( ax
ab

afbfafxfx 



 : 

 ¸Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ   ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: Ð»ï¨³µ³ñ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ),( bac  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

0)(  c : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó` 

   
ab

afbfcfc




)()()()(0  , 

áñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (4.1)-ÇÝ:  

 ²Ûë Ã»áñ»ÙÁ ÏÇñ³é»Éáí ],[ 00 xxx   Ñ³ïí³ÍÇ íñ³` Ïëï³Ý³Ýù 

xcfxfxxf  )()()( 00  Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  

 ø³ÝÇ áñ 
ab

afbf

 )()(

 ÃÇíÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

·ñ³ýÇÏÇ ))(,( afa  ¨ ))(,( bfb  Ï»ï»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ É³ñÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ 
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·áñÍ³ÏÇóÁ, ³å³ Ã»áñ»Ù 4.3-Ç »½ñ³Ï³óáõÃÛáõÝÁ »ñÏñ³ã³÷áñ»Ý 

Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ [ , ]a b     

Ñ³ïí³ÍÇ c  Ý»ñùÇÝ Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇÝ` Ýñ³ ))(,( cfc  

Ï»ïáõÙ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ ½áõ·³Ñ»é ¿ 
·ñ³ýÇÏÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ É³ñÇÝ: 
(ï»’ë ·Í³·ÇñÁ):  
  
 

 Ð»ï¨³Ýù: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ 00 hxx   

Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É ),( 00 hxx   µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

²Û¹ ¹»åùáõÙ, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

   
0

lim ( )
x x

f x K
 

                       (4.2) 

ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ 0x  Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ ³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ³Í³ÝóÛ³É, 

áñÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ÝáõÛÝ K -ÇÝ` Kxf  )( 0  ( K -Ý Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É Ã»' 

í»ñç³íáñ, Ã»' ³Ýí»ñç): 

 ► ¸Çóáõù` hx 0  ¨ ],[ 00 xxx   Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ÏÇñ³é»Ýù 

È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ (Ã»áñ»Ù 4.3-Á). 

  )(
)()( 00 cf

x
xfxxf





, xxcx  00 :          (4.3) 

 ºÃ» 0x , c -Ý ÏÓ·ïÇ 0x -ÇÝ: Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (4.2)-Á` (4.3) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝáõÙ ³ÝóÝ»Ýù ë³ÑÙ³ÝÇ: Îëï³Ý³Ýù` 

   K
x

xfxxf
x







)()(
lim 00

0
, 

ÇÝã ¨ å»ïù ¿ñ ³å³óáõó»É:  

 ÜÏ³ï»Ýù, áñ Ó¨³Ï»ñåí³Í Ñ»ï¨³ÝùÇó ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 
³Í³ÝóÛ³É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ë½Ù³Ý Ï»ï»ñÁ Ï³ñáÕ »Ý ÉÇÝ»É ÙÇ³ÛÝ »ñÏñáñ¹ 
ë»éÇ: ÆëÏ »Ã» 'f  ³Í³ÝóÛ³É ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ÙÇ ÇÝã-áñ 

µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, ³å³ ³ëáõÙ »Ý, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¹Çý»ñ»Ý-
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ó»ÉÇ ¿ ³Û¹ï»Õ: X -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹³ëÝ 

ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ Ýß³Ý³Ï»É 1( )C X -áí:  

 4. ÎáßÇÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á:  
 Â»áñ»Ù 4.4: ºÃ» f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý ),( ba  µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ÁÝ¹ áñáõÙ, 

 ( ) 0, ,g x x a b   , ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ),( bac  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

   
)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf








:             (4.4) 

 ► ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ûÅ³Ý¹³Ï ýáõÝÏóÇ³Ý`  

   )()(
)()(
)()()()()( agxg

agbg
afbfafxfx 




 : 

 ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³Ûëï»Õ ( ) ( ) 0g b g a  : Æñáù, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ g  

ýáõÝÏóÇ³Ý Ïµ³í³ñ³ñÇ èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, Ñ»ï¨³µ³ñ, 

·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³ ( , )c a b , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ( ) 0g c  , ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ 

Ù»ñ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³ÝÁ: 
 ¸Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ   ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: Ð»ï¨³µ³ñ, ),( bac , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0)(  c : ØÛáõë 

ÏáÕÙÇó áõÝ»Ýù` 

   )(
)()(
)()()()(0 cg

agbg
afbfcfc 




 , 

áñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (4.4)-ÇÝ:  

 5. ¸³ñµáõÇ Ã»áñ»ÙÁ:   
 Â»áñ»Ù 4.5: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨  

0)()(  bfaf , 

 ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( , )c a b  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0)(  cf : 

 ► àñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» 0)(  af  ¨ 0)(  bf : 

òáõÛó ï³Ýù, áñ ³Ûë ¹»åùáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³Ý Çñ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ 
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ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ïáõÙ: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ ³å³óáõó»Ýù, 

áñ )(af -Ý ¨ )(bf -Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ ã»Ý: Æñáù, áõÝ»Ýù`  

ax
afxfaf

ax 





)()(lim)(0 : 

 ì»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý 
Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, a  Ï»ïÇ ÙÇ ÇÝã-áñ (³ç³ÏáÕÙÛ³Ý) ßñç³Ï³ÛùáõÙ ï»ÕÇ áõÝÇ  

ax
afxf





)()(0  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ø³ÝÇ áñ ³Ûë Ïáïáñ³ÏÇ Ñ³Ûï³ñ³ñÁ ¹ñ³Ï³Ý ¿, 
³å³ Ýßí³Í ßñç³Ï³ÛùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýù` 0)()(  afxf  Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 

)()( afxf  : 

Ð»ï¨³µ³ñ, )(af -Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ ã¿: 

 ÜÙ³Ý ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí ÏÑ³Ùá½í»Ýù, áñ )(bf -Ý ÝáõÛÝå»ë 

Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ ã¿: Ð»ï¨³µ³ñ, ýáõÝÏóÇ³Ý Çñ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ 
ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ÙÇç³Ï³ÛùÇ Ý»ñùÇÝ c  Ï»ïáõÙ: ²ÛÅÙ, ü»ñÙ³ÛÇ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³-

Ó³ÛÝ` 0)(  cf ,  ÇÝã ¨ å»ïù ¿ñ ³å³óáõó»É:  

 Èñ³óáõÙ: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ 

)()( bfCaf  , ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( , )c a b  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

    Ccf  )( :             (5.5) 

 ► ¸Çï³ñÏ»Ýù Cxxfx  )()(  ûÅ³Ý¹³Ï ýáõÝÏóÇ³Ý: ¸Åí³ñ ã¿ 

Ñ³Ùá½í»É, áñ )(x  ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ ¸³ñµáõÇ Ã»áñ»ÙÇ 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: Ð»ï¨³µ³ñ, ),( bac , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0)(  c : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, Ccfc  )()(0  , áñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (5.5)-ÇÝ:  

 
¢5. ²ÜàðàÞàôÂÚàôÜÜºðÆ ´²òØ²Ü ÈàäÆî²ÈÆ Î²ÜàÜÀ 

 

 1. 0 0  ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛáõÝÝ»ñ:  

 Â»áñ»Ù 5.1: ¸Çóáõù` 
 ³) f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý ),( ba  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ÁÝ¹ 

áñáõÙ, 0)(  xg , ),( bax ; 
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 µ) 0)(lim 


xf
ax

, 0)(lim 


xg
ax

; 

  ·) K
xg
xf

ax





 )(
)(lim : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ` 

   K
xg
xf

ax


 )(
)(lim :               (5.1) 

 ► Ü³Ë ¹Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ a -Ý í»ñç³íáñ ¿: ²Ûë ¹»åùáõÙ 

Ï³ñáÕ »Ýù f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Éñ³óáõóÇã áñáß»É a  Ï»ïáõÙ ³ÛÝå»ë, áñ 

Ýñ³Ýù ÉÇÝ»Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ³Û¹ Ï»ïáõÙ: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¿ ÁÝ¹áõÝ»Ýù` 

0)()(  agaf : 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý ),( bax  Ï»ï ¨ ],[ xa  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ 

ÏÇñ³é»Ýù ÎáßÇÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á` 

)(
)(

)()(
)()(

)(
)(

cg
cf

agxg
afxf

xg
xf








 ,  xca  : 

 ²ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ ax  , ¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí ·)-Ý` Ïëï³Ý³Ýù 

(5.1)-Á: 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ a , ÇëÏ K -Ý í»ñç³íáñ ¿: ì»ñóÝ»Ýù 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: ·) å³ÛÙ³ÝÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ E  

ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   
( )
( )

f cc E K K
g c

 


     


:         (5.2) 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù y x E   Ï»ï»ñ ¨ ],[ xy  Ñ³ïí³ÍáõÙ ÏÇñ³é»Ýù ÎáßÇÇ 

í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á` 

   
)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

ygxg
yfxf








,  xcy  : 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (5.2)-Á` ³Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù 

    



 K
ygxg
yfxfK
)()(
)()(

             (5.3) 
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³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ²Ûëï»Õ ýÇùë»Ýù x -Á, ÇëÏ y -Á Ó·ï»óÝ»Ýù a -Ç: 

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí µ)-Ý` Ïëï³Ý³Ýù, áñ 

   
( )
( )

f xx E K K
g x

       , 

ÇÝãÝ ¿É Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ï»ÕÇ áõÝÇ (5.1)-Á:  

 ,a K     ¹»åùáõÙ Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóáõÙ »Ýù ÝÙ³Ý 

¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: (5.3) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç Ï³ñáÕ »Ýù ³ÝóÝ»É 

ë³ÑÙ³ÝÇ, áñáíÑ»ï¨ Ñ³Ûï³ñ³ñÇ ë³ÑÙ³ÝÁ ½ñá ã¿` 0)( xg : ¸³ µËáõÙ ¿ 

0)(  xg , ),( bax  å³ÛÙ³ÝÇó (³å³óáõó»É): 

 2.    ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛáõÝÝ»ñ:  

 Â»áñ»Ù 5.2: ¸Çóáõù` 

 ³) f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý ),( ba  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ÁÝ¹ 

áñáõÙ, 0)(  xg , ),( bax : 

 µ) 


)(lim xg
ax

: 

 ·) K
xg
xf

ax





 )(
)(lim : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ` 

   K
xg
xf

ax


 )(
)(lim :             (5.4) 

 ► ²å³óáõó»Ýù ³ÛÝ ¹»åùÇ Ñ³Ù³ñ, »ñµ K -Ý í»ñç³íáñ ¿ (ÇëÏ a -Ý` 

í»ñç³íáñ Ï³Ù  ): ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: ÎñÏÝ»Éáí 

Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ` Ïëï³Ý³Ýù, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ E  
ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   



 K
xgyg
xfyfKExya
)()(
)()(

:             (5.5) 

 µ) å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ 1 ( , )E a E  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ,  
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áñ (ýÇùëí³Í x -Ç ¹»åùáõÙ) 

  0)()(1  xgygEya , 0)( yg : 

 (5.5) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí 
)(

)()(
yg

xgyg 
-áí` 

Ïëï³Ý³Ýù 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
g y g x f y f x g y g xK K

g y g y g y
 

  
     , 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1 ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

g x f x f y g x f xK K
g y g y g y g y g y

 
   

          
   

 : 

 üÇùëí³Í x -Ç ¹»åùáõÙ` 
( ) ( )0, 0
( ) ( )y a y a

g x f x
g y g y 

  , Ñ»ï¨³µ³ñ, ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝÇ 12 EE   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

    2
)(
)(22  K

yg
yfKEya , 

ÇÝãÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (5.4)-ÇÝ:  

 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 1) 2
cos

cos1lim
cos1

1
cos

1

lim
sin

lim 20

2

00













 x
x

x
x

xx
xtgx

xxx
,    0 0 : 

 2) 01lim

1

limlnlim 1 
   xx

x
x

x
xxx

,  0    : 

 3) 01lim

1

limlnlimlnlim
01000








 



 xx
x

x
xxx

xxxx
,  0 0   : 

 4) 0lim 
 x

n

x a
x

, 1a , Nn     : 
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 ► ²å³óáõó»Ýù, ûñÇÝ³Ï, 2n  ¹»åùáõÙ` 

  0
ln
2lim

ln
2limlim 2

2


 aaaa

x
a
x

xxxxxx
:  

 ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ ÏÏÇñ³é»Ýù Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³:  

 5) 1
sin1
1lim

cos
lim0

00








 xxx
x

xx
: 

 ²Ûë ûñÇÝ³ÏÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ »Ã» µ) å³ÛÙ³ÝÁ ãÇ µ³í³ñ³ñíáõÙ, 
³å³ ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ ÏÇñ³é»ÉÇ ã¿: 

 6) )cos1(limsinlim1 x
x

xx
xx







: 

 ²Ûë ûñÇÝ³ÏÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ 
×Çßï ã¿ (  ·) å³ÛÙ³ÝÁ (5.4)-Çó ãÇ Ñ»ï¨áõÙ): 
 

¢6. ÂºÚÈàðÆ ´²Ü²ÒºìÀ 
 
 1. Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ¸Çï³ñÏ»Ýù  

n
n xaxaxaxaaxP  ...)( 3

3
2

210 , 0na            (6.1) 

n  ³ëïÇ×³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: Ø»ñ Ýå³ï³ÏÝ ¿  0ka k n   

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÝ ³ñï³Ñ³Ûï»É P  µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ¨ Ýñ³ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ` 0 
Ï»ïáõÙ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ÙÇçáóáí: 
 ²Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ Ñ³ßí»Éáõ Ï³ÝáÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` 





n

m

km
m

k xaxP
0

)()( )()( , nk 0 : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó (ï»ë 3, 1, ûñÇÝ³Ï 1 ), áõÝ»Ýù` 

  ( ) 0 ,
( )

( 1)...( 1) ,
m k

m k

m k
x

m m m k x k m n


 

    
: 

 ²Ûë ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñ»Éáí Ý³Ëáñ¹ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç` 
Ïëï³Ý³Ýù 





n

km

km
m

k xkmmmaxP )1)...(1()()( , nk 0  
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Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñï»ÕÇó ¿É` 

!)0()( kaP k
k  , nk 0 : 

 Ð»ï¨³µ³ñ` 

  )0(0 Pa  , 
!1

)0(
1

Pa


 , 
!2

)0(
2

Pa


 , ... , 
!

)0()(

n
Pa

n

n  : 

 ¶áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ ëï³óí³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñ»Éáí (6.1)-Ç Ù»ç` 
ëï³ÝáõÙ »Ýù 

 n
n

x
n

PxPxPxPPxP
!

)0(...
!3

)0(
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

32 








      (6.2)  

µ³Ý³Ó¨Á, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨: 
 ²ÛÅÙ ëï³Ý³Ýù ³ÛÝåÇëÇ µ³Ý³Ó¨, áñï»Õ x -Ç ³ëïÇ×³ÝÝ»ñÇ 

÷áË³ñ»Ý Ù³ëÝ³Ïó»Ý ( 0xx  )-Ç ³ëïÇ×³ÝÝ»ñÁ ( 0x -Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý ÃÇí 

¿): 
 ÜÛáõïáÝÇ »ñÏ³Ý¹³ÙÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, áõÝ»Ýù`  

 0 0 0 0
0

( ) ( )
m

mm k k m k
m

k
x x x x C x x x 



     , nm ,...,2,1 : 

 î»Õ³¹ñ»Éáí (6.1)-Ç Ù»ç ¨ Ï³ï³ñ»Éáí ÝÙ³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ÙÇ³óáõÙ` 

)(xP  µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýù 

  n
n xxbxxbxxbbxP )(...)()()( 0

2
02010          (6.3) 

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ:  

 ²ÛÅÙ, Ýß³Ý³Ï»Éáí yxx  0  ¨ ÏñÏÝ»Éáí Ý³Ëáñ¹ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, 

Ïëï³Ý³Ýù`  

  )( 00 xPb  , 
!1

)( 0
1

xP
b


 , 

!2
)( 0

2

xP
b


 , ... , 

!
)( 0

)(

n
xP

b
n

n  : 

 êï³óí³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñ»Éáí (6.3)-Ç Ù»ç` Ïëï³Ý³Ýù 
( )

20 0 0
0 0 0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1! 2! !

n
nP x P x P xP x P x x x x x x x

n
 

         

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ )(xP  µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨` 0x  

Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ: 
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 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ºÃ» )(xP  µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¿  

nn xx
n
c

xx
c

xx
c

cxP )(
!

...)(
!2

)(
!1

)( 0
2

0
2

0
1

0   

ï»ëùáí, ³å³ )( 0
)( xPc k

k  , nk 0 : 

 2. Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ: ¸Çóáõù f  

ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ÙÇÝã¨ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ: 

Üß³Ý³Ï»Ýù` 
( )

20 0 0
0 0 0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1! 2! !

n
n

n
f x f x f xP x f x x x x x x x

n
 

         

¨ )()()( xPxfxr nn  , Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 

 

20 0
0 0 0

( )
0

0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ...
1! 2!

( )
( ) ( )

!

n
n

n

f x f xf x f x x x x x

f x
x x r x

n

 
      

  
               (6.4) 

 ²ç Ù³ëáõÙ ëï³óí³Í ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

Â»ÛÉáñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ` 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ (Ï³Ù Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨), 

ÇëÏ )(xrn -Á ÏáãíáõÙ ¿ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³Ù: ø³ÝÇ ¹»é )(xrn -Ç Ù³ëÇÝ 

Éñ³óáõóÇã ï»Õ»ÏáõÃÛáõÝ ãáõÝ»Ýù, (6.4) µ³Ý³Ó¨Á ÏÇñ³é»ÉÇ ã¿, áñáíÑ»ï¨ 
³ÛÝ áõÕÕ³ÏÇ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ (áõñÇß` áãÇÝã): 

 Ø»ñ ³é³çÇÏ³ Ýå³ï³ÏÝ ¿. »ÉÝ»Éáí f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ-

Ý»ñÇó` )(xrn -Ç Ù³ëÇÝ ëï³Ý³É Éñ³óáõóÇã ï»Õ»ÏáõÃÛáõÝÝ»ñ: 

 3. ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ ä»³ÝáÛÇ ï»ëùáí: 

 Â»áñ»Ù 6.1: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ÙÇÝã¨ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç 
í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ, ³å³  

    0( ) ( )n
nr x x x       0x x , 

³ÛëÇÝùÝ`  

    0
0

( )
0

( )
n

n

r x
x x

x x
 


:             (6.5) 
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 ²Ûë åÝ¹áõÙÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É É»ÙÙ³ÛÇó. 

 È»ÙÙ³ 6.1: ºÃ» )(xr  ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿  

  ( )
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) 0nr x r x r x r x                 (6.6) 

å³ÛÙ³ÝÇÝ, ³å³  

 0( ) ( )nr x x x       0x x : 

 ► ²å³óáõó»Ýù Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹áí: 1n  

¹»åùáõÙ áõÝ»Ýù` 0)()( 00  xrxr : Ð»ï¨³µ³ñ, 

   0
0

0 0

( ) ( )( ) ( ) 0
r x r xr x r x

x x x x
   

 
   0x x ,   

³ÛëÇÝùÝ` 1n  ¹»åùáõÙ É»ÙÙ³Ý ×Çßï ¿: 

 ²ÛÅÙ ³å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» n -Ç ¹»åùáõÙ É»ÙÙ³Ý ×Çßï ¿, ³å³ ³ÛÝ 

×Çßï ¿ Ý³¨ ( 1n )-Ç ¹»åùáõÙ: È»ÙÙ³Ý ( 1n )-Ç ¹»åùáõÙ ³å³óáõó»Éáõ 

Ñ³Ù³ñ å»ïù ¿ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ )(xr  ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿  

  ( ) ( 1)
0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0n nr x r x r x r x r x        

å³ÛÙ³ÝÇÝ: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ )(xr   ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (6.6) 

å³ÛÙ³ÝÇÝ: Ð»ï¨³µ³ñ, )(xr   ýáõÝÏóÇ³Ý å»ïù ¿ µ³í³ñ³ñÇ (6.5) å³Û-

Ù³ÝÇÝ (É»ÙÙ³ÛÇ »½ñ³Ï³óáõÃÛ³ÝÁ)` 

    0
0

( ) 0
( )n

r x x x
x x


 


:            (6.7) 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, áõÝ»Ýù` 

 

n
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xx
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xrxr
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xr

























 

0

0
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0

0
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,      (6.8) 

áñï»Õ »ñÏñáñ¹ ù³ÛÉáõÙ ÏÇñ³é»óÇÝù È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ 

µ³Ý³Ó¨Á` xcx 0  (áñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ xx 0 ): 

 ²ÛÅÙ, »Ã» 0xx , ³å³ 0xc , ¨ (6.7)-Çó áõ (6.8)-Çó µËáõÙ ¿, áñ  

 01
0

( ) 0
( )n

r x x x
x x   


, 
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ù³ÝÇ áñ 10
0

0 




xx
xc

:  

 Ü³Ëáñ¹ Ï»ïÇ ¹ÇïáÕáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, )()()( xPxfxr nn  -Á 

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (6.6) å³ÛÙ³ÝÇÝ, Ñ»ï¨³µ³ñ (6.5)-Á µËáõÙ ¿ É»ÙÙ³ÛÇó:  
 ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ ëï³óí³Í ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ï»Õ³¹ñ»Éáí 
(6.4)-Ç Ù»ç, Ïëï³Ý³Ýù` 

  

   

20 0
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( )
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      

    
 

 4. ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ È³·ñ³ÝÅÇ ¨ ÎáßÇÇ ï»ëù»ñáí: ¸Çóáõù f  

ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ áõÝÇ ÙÇÝã¨ ( 1n )-ñ¹ Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ: ²Û¹ ßñç³Ï³ÛùáõÙ Ñ³ëï³ï³·ñ»Ýù x -Á ¨ ],[ 0 xx  

Ñ³ïí³ÍáõÙ (áñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù` xx 0 ) ¹Çï³ñÏ»Ýù 

( )
2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

1! 2! !

n
nf z f z f zz f x f z x z x z x z

n


  
         

 
 

ýáõÝÏóÇ³Ý : ä³ñ½ Ñ³ßíáõÙÝ»ñÁ óáõÛó »Ý ï³ÉÇë, áñ 

n
n

zx
n

zfz )(
!

)()(
)1(




 : 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù ],[ 0 xx  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ )(z  ýáõÝÏóÇ³ (áñÁ 

Ñ»ï³·³ÛáõÙ Ñ³ñÙ³ñ Ó¨áí ÏÁÝïñ»Ýù) ¨ ÏÇñ³é»Ýù ÎáßÇÇ í»ñç³íáñ 
³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á. 
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 ²Ûëï»ÕÇó ëï³óíáõÙ ¿` 
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xx 


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
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 ø³ÝÇ áñ )()( 0 xrx n , 0)( x , áõëïÇ 
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  n
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)(
)1(

0 







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:            (6.9) 

 ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ È³·ñ³ÝÅÇ ï»ëùÁ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù` 
1)()(  nzxz : ²Û¹ ¹»åùáõÙ ncxnc ))(1()(   ¨, ï»Õ³¹ñ»Éáí   

(6.9)-áõÙ, Ïëï³Ý³Ýù` 

1
0

)1(

)(
)!1(

)()( 





 n
n

n xx
n

cfxr ,   xcx 0 : 

 ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ ÎáßÇÇ ï»ëùÁ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù` 

zxz )( : ²Ûë ¹»åùáõÙ` 1)(  c  ¨, ï»Õ³¹ñ»Éáí ³ÛÝ (6.9)-áõÙ, 

Ïëï³Ý³Ýù` 

  n
n

n cx
n

cfxxxr )(
!

)()()(
)1(

0 


, xcx 0 :  (6.10) 

 Üß³Ý³Ï»Ýù` 
0

0

xx
xc




 , 10   , )( 00 xxxc   : î»Õ³¹ñ»Éáí 

(6.10)-Ç Ù»ç` Ïëï³Ý³Ýù ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ ÎáßÇÇ ï»ëùÁ. 

1
0

)1(

)()1(
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)()( 


 nn
n

n xx
n

cfxr  , 10   : 

 5. ÐÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨»ñÁ: 
Î¹Çï³ñÏ»Ýù Â»ÛÉáñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ 0 Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ` 
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 1) xexf )( , xk exf )()( , 1)0()( kf , nk 0 , 
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xxxe n

n
x  : 

 2) xxf sin)(  , 





 

2
sin)()( kxxf k , 

2
sin)0()( kf k  , mk 20  , 

  )(
)!12(

)1(...
!3

sin 2

1213

xr
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xxxx m
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







: 
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 3) xxf cos)(  , 





 

2
cos)()( kxxf k ,

2
cos)0()( kf k  , mk 20  , 

  )(
)!2(

)1(...
!2

1cos 2

22

xr
m

xxx m

mm




 : 

 4) mxxf )1()(  , kmk xkmmmmxf  )1)(1)...(2)(1()()( , 

  )1)...(1()0()(  kmmmf k , nk 1 , 

 )(
!

)1)...(1(...
!2

)1(1)1( xrx
n

nmmmxmmmxx n
nm 





 : 

 5) )1ln()( xxf  , k
kk

x
kxf

)1(
)!1()1()( 1)(




  , )!1()1()0( 1)(   kf kk , 

  )()1(...
2

)1ln( 1
2

xr
n
xxxx n

n
n   : 

 6) arctgxxf )( , ( ) ( ) ( 1)!cos sin
2

k kf x k y k y     
 

, y arctgx ,  

  
2

sin)!1()0()( kkf k  , mk 21  , 

  )(
12

)1(...
3 2

12
1

3

xr
m
xxxarctgx m

m
m 





 : 
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  1. üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³ëï³ïáõÝ ÉÇÝ»Éáõ å³ÛÙ³ÝÁ:  
 Â»áñ»Ù 7.1: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ Ñ³-

í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ, ³å³ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ Ñ³ëï³ïáõÝ ¿: 

 ► ²å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý Xxx 21 ,  Ï»ï»ñ ¨ 

³å³óáõó»Ýù, áñ )()( 21 xfxf  : ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ ÏÇñ³é»Ýù È³·ñ³ÝÅÇ 

í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á ],[ 21 xx  Ñ³ïí³ÍáõÙ` 

   0))(()()( 1212  xxcfxfxf :  
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 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ²Ûë Ã»áñ»ÙÇ Ù»ç µ³í³Ï³Ý ¿ñ å³Ñ³Ýç»É, áñ X  

ÙÇç³Ï³ÛùÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ï»ñáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝ»Ý³ í»ñç³íáñ (½ñáÛÇ 

Ñ³í³ë³ñ) ³Í³ÝóÛ³É, ÇëÏ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ÉÇÝÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï (»Ã» Ýñ³Ýù 

å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý X  ÙÇç³Ï³ÛùÇÝ): 

 Ð»ï¨³Ýù: ºÃ» f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 

¨ )()( xgxf  , Xx , ³å³ Ýñ³Ýù ï³ñµ»ñíáõÙ »Ý Ñ³ëï³ïáõÝáí` 

cxgxf  )()( : 

 ► ²å³óáõóíáõÙ ¿ª ÏÇñ³é»Éáí Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÁ )()( xgxf   

ï³ñµ»ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ:  

 2. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝ ÉÇÝ»Éáõ å³ÛÙ³ÝÁ:  

 Â»áñ»Ù 7.2: àñå»ë½Ç X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ÉÇÝÇ ³×áÕ (Ýí³½áÕ) É³ÛÝ ÇÙ³ëïáí, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ 0)(  xf  ( 0)(  xf ), Xx : 

 ► ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 

Xxx 21 , , 21 xx   Ï»ï»ñ ¨ ÏÇñ³é»Ýù È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ 

µ³Ý³Ó¨Á` 

0))(()()( 1212  xxcfxfxf , 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª 

)()( 21 xfxf  : 

²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ºÃ» å³Ñ³Ýç»Ýù, áñ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÉÇÝÇ ¹ñ³Ï³Ý, ³Û¹ 

¹»åùáõÙ Ï»½ñ³Ï³óÝ»Ýù, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý ËÇëï ³×áÕ ¿: ê³Ï³ÛÝ 3)( xxf   

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ûñÇÝ³ÏÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ã¿ª 

0)0( f :  

 Üß»Ýù Ý³¨, áñ Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ ³ñí³Í ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝÁ í»ñ³µ»ñáõÙ ¿ 
Ý³¨ ³Ûë Ï»ïÇÝ: 
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 3. ¾ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ:  
 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, áñÇ 

Ñ³Ù³ñ 0x -Ý Ý»ñùÇÝ Ï»ï ¿: Î³ë»Ýù, 0x -Ý Ù³ùëÇÙáõÙÇ (ÙÇÝÇÙáõÙÇ) Ï»ï ¿, 

»Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

0 0( ) ( )x x f x f x      ( )()( 0xfxf  ): 

 Ø³ùëÇÙáõÙÇ ¨ ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñ, ÇëÏ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÝ ³Û¹ Ï»ï»ñáõÙ` ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ: 

 Â»áñ»Ù 7.3 (¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ³ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³ÝÁ): ºÃ» 0x  ¿ùëïñ»-

ÙáõÙÇ Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ 

0)( 0  xf :             (7.1) 

 ► ²å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÏÏÇñ³é»Ýù ü»ñÙ³ÛÇ Ã»áñ»ÙÁ ),( 00   xx  

ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ:  

 ÆÝãå»ë óáõÛó ¿ ï³ÉÇë 3)( xxf   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ûñÇÝ³ÏÁ, (7.1) å³ÛÙ³ÝÁ 

¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ñ³Ù³ñ µ³í³ñ³ñ ã¿ ( 0)( 0  xf , µ³Ûó 0  Ï»ïÁ 3)( xxf   

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿): 
 (7.1) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ï»ñ: 
 4. ¾ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ ·ïÝ»Éáõ ³é³çÇÝ Ï³ÝáÝÁ:  

 Â»áñ»Ù 7.4: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ),( 00 xx   ¨ 

),( 00 xx  ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ, ÇëÏ 0x  Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

 10. ºÃ» 0)(  xf , ),( 00 xxx   ¨ 0)(  xf , ),( 00  xxx , ³å³ 

0x  Ï»ïÁ Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

 20. ºÃ» 0)(  xf , ),( 00 xxx   ¨ 0)(  xf , ),( 00  xxx , ³å³ 

0x -Ý ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

 30. ºÃ» )(xf  -Á Ýß³ÝÁ ãÇ ÷áËáõÙ ( ),( 00 xx   ¨ ),( 00 xx  

ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ )(xf  -Á áõÝÇ ÝáõÛÝ Ýß³ÝÁ), ³å³ 0x -Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï 

ã¿: 

                                                
 ºÃ» 0 00 ( ) ( )x x f x f x     , ³å³ 0x -Ý ÏáãíáõÙ ¿ ËÇëï Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï: 
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 ► ²Ûë Ã»áñ»ÙÁ µËáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÇó 
(Ã»áñ»Ù 7.2):  

 5. ¾ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ ·ïÝ»Éáõ »ñÏñáñ¹ Ï³ÝáÝÁ:  

 Â»áñ»Ù 7.5: ¸Çóáõù 0x -Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ï ¿ ¨ ³Û¹ 

Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É: ²Û¹ 
¹»åùáõÙª 
 10. ºÃ» 0)( 0  xf , ³å³ 0x -Ý ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

 20. ºÃ» 0)( 0  xf , ³å³ 0x -Ý Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

 ► ¶ñ»Ýù f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ: 

ì»ñóÝ»Ýù 2n , ÇëÏ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ ä»³ÝáÛÇ ï»ëùáí` 

  2
0

2
0

0
0 )()(

2
)(

)()( xxxx
xf

xfxf 


  , 00 ( )x x   : 

¸³ ÝáõÛÝÝ ¿, áñ 

2
0

0
0 )(

2
2)(

)()( xx
xf

xfxf 





: 

 ø³ÝÇ áñ 0)( 0  xf , áõëïÇ ³ç ÏáÕÙáõÙ ·ñí³Í ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý 

Ýß³ÝÁ ÏÑ³ÙÁÝÏÝÇ )( 0xf  -Ç Ýß³ÝÇ Ñ»ï (»ñµ x -Á µ³í³Ï³Ý³ã³÷ Ùáï ¿    

0x -ÇÝ, 0xx  ), ÇÝãÇó ¨ µËáõÙ »Ý 10 ¨ 20 åÝ¹áõÙÝ»ñÁ:  

 ¸Çï³ñÏ»Ýù 4x , 4x  ¨ 3x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ( 0  Ï»ïáõÙ): ºñ»ù ¹»åùáõÙ 

¿Éª 0)0( f : ê³Ï³ÛÝ 0 -Ý ³é³çÇÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï 

¿, »ñÏñáñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ` ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï, ÇëÏ »ññáñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
Ñ³Ù³ñ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: ²Ûë ûñÇÝ³ÏÝ»ñÁ óáõÛó »Ý ï³ÉÇë, áñ »Ã» 

0)( 0  xf , ³å³ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ù³ëÇÝ áãÇÝã ³ë»É ã»Ýù Ï³ñáÕ: 

 6. ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ û·ï³·áñÍáõÙÁ:  

 Â»áñ»Ù 7.6: ¸Çóáõù 0x -Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ï ¿ ¨  

  0)(...)()( 0
)12(

00   xfxfxf k , 0)( 0
)2( xf k : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙª  

 10. ºÃ» 0)( 0
)2( xf k , ³å³ 0x -Ý ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 
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 20. ºÃ» 0)( 0
)2( xf k , ³å³ 0x -Ý Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

 ► Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç í»ñóÝ»Ýù kn 2 , ÇëÏ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ 

³Ý¹³ÙÁª ä»³ÝáÛÇ ï»ëùáí: Îëï³Ý³Ýùª 

  k
k

xx
k

kxf
xfxf 2

0
0

)2(

0 )(
)!2(

)!2()(
)()( 





, 00 ( )x x   : 

 ø³ÝÇ áñ 0)( 0
)2( xf k , ³å³ ³ç ÏáÕÙáõÙ ·ñí³Í ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý 

Ýß³ÝÁ ÏÑ³ÙÁÝÏÝÇ )( 0
)2( xf k -Ç Ýß³ÝÇ Ñ»ï, ÇÝãÇó ¨ µËáõÙ »Ý 10-Á ¨ 20-Á: 

 ²ÛÅÙ ùÝÝ³ñÏ»Ýù ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ 

  0)(...)()( 0
)2(

00  xfxfxf k , 0)( 0
)12(  xf k : 

 ²Ûë ¹»åùáõÙ Ïëï³Ý³Ýùª 

  12
0

0
)12(

0 )(
)!12(

)!12()(
)()( 







 k

k

xx
k

kxf
xfxf


: 

 ø³ÝÇ áñ ³ç ÏáÕÙáõÙ ·ñí³Í ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý Ù»ç 12
0 )(  kxx  

³ñï³¹ñÇãÁ 0x  Ï»ïáõÙ Ýß³ÝÁ ÷áËáõÙ ¿, áõëïÇ ³Ûë ¹»åùáõÙ 0x -Ý 

¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿:  

 7. ¶á·³íáñáõÃÛ³Ý áõÕÕáõÃÛáõÝ: ¸Çóáõù g  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 

RE   µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ¨ Ea : Î³ë»Ýù, áñ ),( ba  Ï»ïÝ ÁÝÏ³Í ¿ g   

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇó í»ñ¨ (Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ËÇëï í»ñ¨, Ý»ñù¨, 
ËÇëï Ý»ñù¨), »Ã» )(agb   (Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ )(agb  , 

)(agb  , )(agb  ): 

 ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 

Xx 0  Ý»ñùÇÝ Ï»ïáõÙ: Î³ë»Ýù, áñ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ 0x  Ï»ïáõÙ 

·á·³íáñáõÃÛ³Ùµ áõÕÕí³Í ¿ í»ñ¨ (Ý»ñù¨), »Ã» 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

),( 00 xx   ¨ ),( 00 xx  ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ 

Ï»ï»ñÝ ÁÝÏ³Í »Ý ·ñ³ýÇÏÇÝ ))(,( 00 xfx  Ï»ïáõÙ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÇó 

ËÇëï í»ñ¨ (ËÇëï Ý»ñù¨): 
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 Â»áñ»Ù 7.7: ºÃ» 0x  Ï»ïáõÙ f -Á ÏñÏÝ³ÏÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ¨ 0)( 0  xf  

( 0)( 0  xf ), ³å³ 0x  Ï»ïáõÙ f -Ç ·ñ³ýÇÏÁ ·á·³íáñáõÃÛ³Ùµ áõÕÕí³Í ¿ 

í»ñ¨ (Ý»ñù¨): 

 ► øÝÝ³ñÏ»Ýù 0)( 0  xf  ¹»åùÁ: ¶ñ»Ýù f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Â»ÛÉáñÇ 

µ³Ý³Ó¨Áª í»ñóÝ»Éáí 2n , ÇëÏ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁª ä»³ÝáÛÇ ï»ëùáí. 

2
0

2
0

0
000 )()(

!2
)(

))(()()( xxxx
xf

xxxfxfxf 


  :     (7.2) 

ø³ÝÇ áñ ))(()( 000 xxxfxfY   Ñ³í³ë³ñáõÙáí áñáßíáÕ Y -Á 

·ñ³ýÇÏÇ ))(,( 00 xfx  Ï»ïáõÙ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÇ ûñ¹ÇÝ³ïÝ ¿ x  Ï»ïáõÙ, 

³å³ (7.2)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

  0)(
2

2)(
)( 2

0
0 


 xx
xf

Yxf


, »ñµ  00 xx :  

 8. ÞñçÙ³Ý Ï»ï:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ))(,( 00 xfx  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ 

ßñçÙ³Ý Ï»ï, »Ã»  ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ))(,( 00 xfx  

Ï»ïáõÙ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ ),( 00 xx   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ÁÝÏ³Í ¿ ·ñ³ýÇÏÇ 

ÙÇ ÏáÕÙáõÙ, ÇëÏ ),( 00 xx  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ` ÙÛáõë ÏáÕÙáõÙ (ËÇëï 

ÇÙ³ëïáí): 

 Ü³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇó µËáõÙ ¿, áñ »Ã» ))(,( 00 xfx -Ý ßñçÙ³Ý Ï»ï ¿ ¨ 0x  

Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏñÏÝ³ÏÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ³å³ 0)( 0  xf : 

 Â»áñ»Ù 7.8: ¸Çóáõù 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏñÏÝ³ÏÇ 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ),( 00 xx   

ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ( )f x -Á ÙÇ Ýß³ÝÇ ¿, ÇëÏ ),( 00 xx  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ` 

Ñ³Ï³é³Ï Ýß³ÝÇ, ³å³ ))(,( 00 xfx -Ý ßñçÙ³Ý Ï»ï ¿: 

 ► ¶ñ»Ýù Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á 1n  ¹»åùáõÙª ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ 

í»ñóÝ»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ ï»ëùáí. 
                                                
 ºñµ»ÙÝ  ßñçÙ³Ý Ï»ï »Ý ³Ýí³ÝáõÙ áõÕÕ³ÏÇ 0x   ³µëóÇëÁ: 
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2
0000 )(

2

)(
))(()()( xx

cf
xxxfxfxf 


 : 

 Þáß³÷áÕÇ ûñ¹ÇÝ³ïÁ Ýß³Ý³Ï»Éáí y , ³Ûëï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù 

2
0 )(

2
)()( xxcfyxf 


 , 

ÇÝãÇó ¨ µËáõÙ ¿ Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ:  

 9. ²ëÇÙåïáïÝ»ñ:  
 ê³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñ:  

 ³) by   áõÕÇÕÁ ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý 

³ëÇÙåïáï, »Ã»  

   lim ( )
x

f x b


   Ï³Ù  bxf
x




)(lim : 

 µ) bkxy   ( 0k ) áõÕÇÕÁ ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ Ã»ù 

³ëÇÙåïáï, »Ã»  

  lim ( ) ( ) 0
x

f x kx b


    Ï³Ù  lim ( ) ( ) 0
x

f x kx b


   :       (7.3) 

 ·) ax   áõÕÇÕÁ ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ áõÕÕ³Ñ³Û³ó (Ï³Ù 

í»ñïÇÏ³É) ³ëÇÙåïáï, »Ã»  

lim ( )
x a

f x
 

  Ï³Ù lim ( )
x a

f x
 

 :  

 Â»áñ»Ù 7.9: àñå»ë½Ç ( 0)y kx b k    áõÕÇÕÁ Ñ³Ý¹Çë³Ý³ f  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ Ã»ù ³ëÇÙåïáï, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ 

   
( )lim

x

f x k
x

 ,   lim ( )
x

f x kx b


  :              (7.4) 

 ► ø³ÝÇ áñ (7.4) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó »ñÏñáñ¹Á Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (7.3)-ÇÝ, ³å³ 
³å³óáõóÙ³Ý Ï³ñÇù áõÝÇ (7.4) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó ÙÇ³ÛÝ ³é³çÇÝÇ 
³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝÁ: ÆëÏ ¹³ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ (7.3) å³ÛÙ³ÝÁ 
Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáíª 

 )()( bkxxf , 0 ( )x   : 

                                                
 ²Ûëï»Õ   Ýß³ÝÁ Ñ³ëÏ³óíáõÙ ¿   Ï³Ù  :  
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Ð»ï¨³µ³ñª 

( ) 0 ( )f x bk x
x x x


     :  

 úñÇÝ³Ï: ¶ïÝ»Ýù 
1

)( 2

3




x
xxf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ 

³ëÇÙåïáïÝ»ñÁ: 

 ø³ÝÇ áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý Ï»Ýï ¿, ³å³ Ýñ³ ·ñ³ýÇÏÁ ëÇÙ»ïñÇÏ ¿ 

Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: 
 Ð³ßí»Ýù (7.4) ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ. 

2

2

( ) 1 ( )
1

f x x x
x x

  


, 2( ) 0 ( )
1

xf x x x
x

   


, 

Ñ»ï¨³µ³ñ, xy   áõÕÇÕÁ Ã»ù ³ëÇÙåïáï ¿: 

 àõÕÕ³Ñ³Û³ó ³ëÇÙåïáïÝ»ñÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³Ûï³ñ³ñÁ 

Ñ³í³ë³ñ»óÝ»Ýù ½ñáÛÇ` 012 x , 1x : Ð»ï¨³µ³ñ, 1x  ¨ 1x  

áõÕÇÕÝ»ñÁ ³ëÇÙåïáïÝ»ñ »Ý:  
 ²Ûë ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ ÏáõÝ»Ý³ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ: 
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ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏíáõÙ ¿ ·ñ³ýÇÏÇ ï»ëùÁ Ñ»ï³½áï»É 

22

24

)1(
3)(




x

xxxf  ¨ 
32

2

)1(
32)(





x
xxxf  ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ:  

 
¢8. àôèàôòÆÎ üàôÜÎòÆ²Üºð 

 
 1. àõéáõóÇÏ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ áõéáõóÇÏ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, »Ã» 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Xyx ,  Ï»ï»ñÇ ½áõÛ·Ç ¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ]1,0[  ÃíÇ 

Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ 

 )()()1())1(( yfxfyxf                             (8.1) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  
 àñå»ë½Ç Ñ³ëÏ³Ý³Ýù, Ã» (8.1) å³ÛÙ³ÝÁ  Ç±Ýã »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý 
ÇÙ³ëï áõÝÇ, Ýß³Ý³Ï»Ýù`  

yxz   )1( : 

²Û¹ ¹»åùáõÙ (ï»'ë ·Í³·ÇñÁ), »Ã» )()( yfxf  , ³å³ 

)()(
)(
xfyf

xfZ
xy
xz








 : 

 ²Ûëï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù`  

)()()1( yfxfZ   , 

áñÝ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ f  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ))(,( xfx  ¨ 

))(,( yfy  Ï»ï»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ É³ñÇ 

ûñ¹ÇÝ³ïÁ z  Ï»ïáõÙ:  

 )()( yfxf   ¹»åùáõÙ (8.1)-Çó 

Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ )()( xfzf  : 

 ²ÛëåÇëáí, (8.1) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ »ñÏñ³ã³÷áñ»Ý Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 

],[ yx  Ñ³ïí³ÍáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÝ ÁÝÏ³Í ¿ ))(,( xfx  ¨ 

))(,( yfy  Ï»ï»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ É³ñÇó Ý»ñù¨ (É³ÛÝ ÇÙ³ëïáí): 
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 Â»áñ»Ù 8.1: ´³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ áõéáõóÇÏ ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

 ► ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý áõéáõóÇÏ ¿ X  µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: ì»ñóÝ»Ýù 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý Xx 0  Ï»ï ¨ ³å³óáõó»Ýù, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ³ë»Ýù Ã»ª ³çÇó. 

    
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
 

 :                   (8.2) 

 ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí ¹Çï³ñÏ»Ýù txs  0 , Xts ,  ýÇùëí³Í Ï»ï»ñÁ:    

ºÃ» txx 0 , ³å³ ÙÇ ÏáÕÙÇó, 

))(,( xfx  Ï»ïÁ å»ïù ¿   ÁÝÏ³Í ÉÇÝÇ 

))(,( sfs  ¨ ))(,( 00 xfx  Ï»ï»ñáí 

³ÝóÝáÕ áõÕÕÇó í»ñ¨, ÇëÏ ÙÛáõë ÏáÕÙÇóª 

))(,( 00 xfx  ¨ ))(,( tft  Ï»ï»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ 

áõÕÕÇó Ý»ñù¨ (ï»°ë ·Í³·ÇñÁ): ²Ûëï»ÕÇó 

¨ µËáõÙ ¿ (8.2)-Á:  

 Â»áñ»Ù 8.2: àñå»ë½Ç f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÉÇÝÇ áõéáõóÇÏ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, 

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ yzx  , Xzyx ,,  

»éÛ³ÏÇ Ñ³Ù³ñ µ³í³ñ³ñíÇ 

    
zy

zfyf
xz

xfzf





 )()()()(

                      (8.3) 

å³ÛÙ³ÝÁ: 
 ► AB  ¨ BC  Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ 

³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ 

»Ý (ï»'ë ·Í³·ÇñÁ): ºÃ» B  Ï»ïÁ 
³µëóÇëÝ»ñÇ ³é³ÝóùÇÝ áõÕÕ³Ñ³Û³ó 

Çç»óÝ»Ýù Ý»ñù¨, ³å³ AB -Ç ³ÝÏÛáõÝ³-
ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ Ï÷áùñ³Ý³, ÇëÏ BC -

ÇÝÁª ÏÙ»Í³Ý³: ²Û¹ï»ÕÇó ¿É µËáõÙ ¿ (8.3) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  
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     2. ¸Çý»ñ»Ýó»ÉÇ áõéáõóÇÏ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: 

 Â»áñ»Ù 8.3: àñå»ë½Ç X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

ÉÇÝÇ áõéáõóÇÏ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÉÇÝÇ ³×áÕ 
(É³ÛÝ ÇÙ³ëïáí): 
 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: ¸Çóáõù Xyx , , yx  : ì»ñóÝ»Ýù 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ),( yxz  Ï»ï ¨ û·ïí»Ýù (8.3) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó: ²Û¹ 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç z -Á ÙÇ ¹»åùáõÙ Ó·ï»óÝ»Éáí x -Ç, ÙÛáõë ¹»åùáõÙª 

y -Ç, Ïëï³Ý³Ýùª 

  )()()()( yf
xy

xfyfxf 



 :                       (8.4) 

 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ: ºÃ» ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ³×áÕ ¿, ³å³, 
È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿ (8.3) 

å³ÛÙ³ÝÁ: ÆëÏ ¹³ µ³í³ñ³ñ ¿, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý ÉÇÝÇ áõéáõóÇÏ:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: (8.4) å³ÛÙ³ÝÁ ÝáõÛÝå»ë Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ áõéáõóÇÏáõÃÛ³ÝÁ: 

 Ð»ï¨³Ýù: àñå»ë½Ç X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ÏñÏÝ³ÏÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ )(xf  

ýáõÝÏóÇ³Ý ÉÇÝÇ áõéáõóÇÏ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ, 0)(  xf , 

Xx : 

 ²Ûë åÝ¹áõÙÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý 
å³ÛÙ³ÝÇó: 

 Â»áñ»Ù 8.4: àñå»ë½Ç X  µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ f  
ýáõÝÏóÇ³Ý  ÉÇÝÇ áõéáõóÇÏ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ ·ñ³ýÇÏÇ 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ))(,( 00 xfx  Ï»ïáõÙ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ ÁÝÏ³Í ÉÇÝÇ 
·ñ³ýÇÏÇó Ý»ñù¨ (É³ÛÝ ÇÙ³ëïáí): 
 ► Þáß³÷áÕÇª ·ñ³ýÇÏÇó Ý»ñù¨ ÁÝÏ³Í ÉÇÝ»Éáõ å³ÛÙ³ÝÝ ¿. 

  ))(()()( 000 xxxfxfxf  , Xx :              (8.5) 

 Ð»ï¨³µ³ñ, Ù»Ýù å»ïù ¿ ³å³óáõó»Ýù, áñ (8.4) ¨ (8.5) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ 
Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý: 
 ºñµ 0xx  , (8.5)-Á Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ 

)(
)()(

0
0

0 xf
xx

xfxf




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·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÇÝ, ÇÝãÁ Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (8.4) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÇó ³é³çÇÝÇÝ: 
 ºñµ 0xx  , (8.5)-Á Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ª  

)(
)()(

0
0

0 xf
xx

xfxf





, 

áñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (8.4) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó »ñÏñáñ¹ÇÝ:  

 3. àã ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ áõéáõóÇÏ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: 

 Â»áñ»Ù 8.4': àñå»ë½Ç f  ýáõÝÏóÇ³Ý X  µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ÉÇÝÇ 

áõéáõóÇÏ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ ·ñ³ýÇÏÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

))(,( 00 xfx  Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ ³Û¹ Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áõÕÇÕ, áñÝ 

ÁÝÏ³Í ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇó Ý»ñù¨: 

 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: ºÃ» Xxx ,  ¨ xxx  0 , ³å³  

0

0 )()(
xx

xfxf



  ¨  
0

0 )()(
xx

xfxf



 

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³×áÕ »Ý (Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ, Áëï x -Ç ¨ x -Ç) ¨ 

ï»ÕÇ áõÝÇ 

0

0

0

0 )()()()(
xx

xfxf
xx

xfxf







 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 Ð»ï¨³µ³ñ, ÙáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇ 
Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý  

  
0

0
0

0

( ) ( )
lim ( )

x x

f x f x
f x

x x 

 
 -   ¨  

0

0
0

0

( ) ( )
lim ( )

x x

f x f x
f x

x x 

  
  +  

Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ¨ ³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ, ÁÝ¹ áñáõÙ, 

  0 0
0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x f x f x f x
f x f x

x x x x
    
 - + :                (8.4') 

 ²ÛÅÙ, »Ã» ))(,( 00 xfx  Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ bkxy   áõÕÇÕÝ ÁÝïñ»Ýù 

³ÛÝå»ë, áñ 0 0( ) ( )f x k f x  - + , ³å³ ³Û¹ áõÕÇÕÁ ÏÉÇÝÇ áñáÝ»ÉÇÝ: 
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 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ: ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÃ» f -Á 

áõéáõóÇÏ ã¿, ³å³ ,x y X  , ),(0 yxx  , ³ÛÝåÇëÇù, áñ ))(,( 00 xfx  

Ï»ïÝ ÁÝÏ³Í ¿ ))(,( xfx  ¨ ))(,( yfy  Ï»ï»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ É³ñÇó ËÇëï í»ñ¨: 

²Ûë ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ ))(,( 00 xfx  Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áõÕÇÕ, áñÇ 

Ï»ï»ñÝ ÁÝÏ³Í »Ý f -Ç ·ñ³ýÇÏÇó Ý»ñù¨:  

 4. Ú»Ýë»ÝÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 Â»áñ»Ù 8.5: ¸Çóáõùª 
 ³) f  ýáõÝÏóÇ³Ý áõéáõóÇÏ ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, 

 µ)  Xxxx n ,...,, 21 , 2n , 

 ·) n ,...,, 21  Ãí»ñÁ ¹ñ³Ï³Ý »Ý ¨ 1
1




n

i
i : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙª 
 )(...)()...( 1111 nnnn xfxfxxf   :            (8.6) 

 ► ²å³óáõó»Ýù Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹áí: 2n  
¹»åùáõÙ (8.6)-Á Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÙ³ÝÁ: 
 ²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» (8.6)-Á ×Çßï ¿ n  ·áõÙ³ñ»ÉÇÇ ¹»åùáõÙ ¨ 
³å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ ×Çßï ¿ ( 1n ) ·áõÙ³ñ»ÉÇÇ ¹»åùáõÙ: ²ÛëÇÝùÝ. 
áõÝ»Ýùª 

Xxxx n 121 ,...,,   ¨  1
1

1






n

i
i , 

¨ å»ïù ¿ ³å³óáõó»Ýù, áñ ï»ÕÇ áõÝÇ 
)(...)()...( 11111111   nnnn xfxfxxf   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 ú·ïí»Ýù ÇÝ¹áõÏïÇí »ÝÃ³¹ñáõÃÛáõÝÇó. ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1

1 1

1
1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

( ... )

... ( ) ( )

( ) ... ( ) ( )

( ) ... ( ) ( ) ( )

n n

n n
n n n n n n

n n n n

n n
n n n n n n

n n n n

n n n n n n

f x x

f x x x x

f x f x f x x

f x f x f x f x

 

 
   

   

 
   

   

   

 


   

 


   

 

   

  

 
          

 
         
     :
 Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:  
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 ºñµ 1
1




n

i
i  å³ÛÙ³ÝÁ ãÇ µ³í³ñ³ñíáõÙ, Ú»Ýë»ÝÇ ³ÝÑ³í³ë³-

ñáõÃÛáõÝÝ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ 

  
n

nn

n

nn xfxfxx
f





















...
)(...)(

...
...

1

11

1

11 :         

(8.7) 

 ¸³ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ýß³Ý³Ï»Ýùª 
n

i
i 







...1

: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

1 ... 1n     ¨, ·ñ»Éáí Ú»Ýë»ÝÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ³Û¹ ·áñÍ³ÏÇóÝ»-
ñáí, Ïëï³Ý³Ýù (8.7)-Á:  
 Ð»ï¨³Ýù (ØÇçÇÝÝ»ñÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ): 

  1 2
1 2

...... nn
n

a a aa a a
n

  
 ;  0ia , ni ,...,1 :              

(8.8) 

 ► ø³ÝÇ áñ xexf )(  ýáõÝÏóÇ³Ý áõéáõóÇÏ ¿ ),(   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 

 ( ) 0f x  , ³å³, Áëï Ú»Ýë»ÝÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ýª  

n
eee

nn xx
n

xx 


 ...11 ...

: 

 ²Ûëï»Õ í»ñóÝ»Éáí ii ax ln , Ïëï³Ý³Ýù (8.8)-Á:  
 5. ÐÛáÉ¹»ñÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  
 Â»áñ»Ù 8.6: ¸Çóáõùª 

 ³) 1p , 1q  ¨ 111


qp
: 

 µ) naa ,...,1 ; nbb ,...,1  Ãí»ñÁ ¹ñ³Ï³Ý »Ý: 
 ²Û¹ ¹»åùáõÙª 

qn

i

q
i

pn

i

p
i

n

i
ii baba

/1

1

/1

11
















 


:            (8.9) 

 ► Üß³Ý³Ï»Ýùª  

pn

i

p
i

i
i

a

a
A /1

1














,   qn

i

q
i

i
i

b

b
B /1

1














 : 
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 ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

1
1




n

i

p
iA ,  1

1




n

i

q
iB ,        (8.10) 

 Ñ»ï¨³µ³ñ (8.9)-Á ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁª 

    1
1




n

i
ii BA :           (8.11) 

 ²ÛÅÙ ix  ¨ iy  Ãí»ñÝ ÁÝïñ»Ýù ³ÛÝå»ë, áñ 

p
x

i

i

eA  ,  q
y

i

i

eB  : 

 ²ÛÅÙ, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí  xe  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áõéáõóÇÏáõÃÛáõÝÁ ¨ ³) å³ÛÙ³ÝÁ, 

Ïëï³Ý³Ýùª 

   q
i

p
i

yx
y

q
x

p
ii B

q
A

p
e

q
e

p
eBA ii

ii 111111




: 

 ²Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ·ñ»Ýù ni ,...,2,1  ÇÝ¹»ùëÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ¨ 

·áõÙ³ñ»Ýù ëï³óí³Í ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: Îëï³Ý³Ýùª 





n

i

q
i

n

i

p
i

n

i
ii B

q
A

p
BA

111

11
: 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (8.10)-Á, ³Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù (8.11)-Á:  

 ºñµ µ) å³ÛÙ³ÝÁ ãÇ µ³í³ñ³ñíáõÙ, ÐÛáÉ¹»ñÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ 
ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 

qn

i

q
i

pn

i

p
i

n

i
ii baba

/1

1

/1

11















 


: 

 6. ØÇÝÏáíëÏÇÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  

 Â»áñ»Ù 8.7: ¸Çóáõù naa ,...,1 ; nbb ,...,1  Ãí»ñÁ ¹ñ³Ï³Ý »Ý ¨ 1p : ²Û¹ 

¹»åùáõÙª 

  
1/ 1/ 1/

1 1 1

( )
p p pn n n

p p p
i i i i

i i i

a b a b
  

     
       

     
   :           (8.12) 

 ► àõÝ»Ýùª 
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











n

i

p
iii

n

i

p
iii

n

i

p
ii babbaaba

1

1

1

1

1

)()()( : 

 ²ç ÏáÕÙáõÙ ·ñí³Í ·áõÙ³ñÝ»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇ Ñ³Ù³ñ ÏÇñ³é»Ýù 

ÐÛáÉ¹»ñÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁª Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí pqp  )1(  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ (áñÁ ëï³óíáõÙ ¿ 111


qp
 Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó): 

Îëï³Ý³Ýùª  
1/ 1/ 1/ 1/

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) :
p q p qn n n n n

p p p p p
i i i i i i i i

i i i i i
a b a a b b a b

    

       
           

       
    

 
 êï³óí³Í ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ ÏáÕÙÁ µ³Å³Ý»Éáí 

qn

i

p
ii ba

/1

1

)( 






 


 ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý íñ³ª Ïëï³Ý³Ýù (8.12)-Á:  

 ºñµ naa ,...,1 ; nbb ,...,1  Ãí»ñÁ ¹ñ³Ï³Ý ã»Ý, ØÇÝÏáíëÏáõ 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁª 
pn

i

p
i

pn

i

p
i

pn

i

p
ii baba

/1

1

/1

1

/1

1 





















  



: 

Ø³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙª »ñµ 2p , ³Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»É 

¿ ÎáßÇÝ: 
 



 138 

V ¶ÈàôÊ 
 

ÆÜîº¶ð²È Ð²ÞÆì 
 

¢1. ²ÜàðàÞ ÆÜîº¶ð²È 
 

 1. Ü³ËÝ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ ¨ ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É: )(xF  ýáõÝÏóÇ³Ý 

ÏáãíáõÙ ¿ )(xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ý³ËÝ³Ï³Ý X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, »Ã»  

)()( xfxF  ,  Xx : 

 ²Ûë å³ñ³·ñ³ýáõÙ Ù»Ýù Ï»ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ ¹Çï³ñÏíáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ 
áõÝ»Ý Ý³ËÝ³Ï³Ý: Ð»ï³·³ÛáõÙ Ï³å³óáõó»Ýù, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³ áõÝÇ Ý³ËÝ³Ï³Ý:  

 ºÃ» )(xF -Á )(xf -Ç Ý³ËÝ³Ï³Ý ¿, ³å³ ))(( CxF  -Ý ÝáõÛÝå»ë ÏÉÇÝÇ 

)(xf -Ç Ý³ËÝ³Ï³Ý, áñï»Õ C -Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿: 

üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³ëï³ïáõÝ ÉÇÝ»Éáõ å³ÛÙ³ÝÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ×Çßï ¿ Ý³¨ 

Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙÁ` »Ã» )(xG -Á )(xf -Ç Ý³ËÝ³Ï³Ý ¿, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝÇ GC  Ñ³ëï³ïáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ GCxFxG  )()( , Xx : 

 ²ÛëåÇëáí, »Ã» )(xf - Á ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ³å³ ³ÛÝ áõÝÇ 

Ý³ËÝ³Ï³Ý` )(xF , ¨ )(xf -Ç µáÉáñ Ý³ËÝ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É  

CxF )(  

ï»ëùáí, áñï»Õ C -Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿: 

 )(xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ µáÉáñ Ý³ËÝ³Ï³ÝÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³Û¹ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 

 dxxf )(  

ëÇÙíáÉáí: Ð»ï¨³µ³ñ, 

CxFdxxf  )()( ,  RC  , 

áñï»Õ )(xF -Á )(xf -Ç áñ¨¿ Ý³ËÝ³Ï³Ý ¿, ÇëÏ C -Ý` Ï³Ù³Û³Ï³Ý 

Ñ³ëï³ïáõÝ: 
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 dxxf )( -Á ÏáãíáõÙ ¿ »ÝÃÇÝï»·ñ³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝ, ÇëÏ )(xf -Á` 

»ÝÃÇÝï»·ñ³É ýáõÝÏóÇ³: 
 ²Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É 
Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ. 

10. dxxfdxxfd )()(  : 20. CxFdxxF  )()( : 

 ºÉÝ»Éáí ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÙ³Ý µ³Ý³Ó¨»ñÇóª Ï³ñáÕ »Ýù Ï³½Ù»É 
³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÇ Ñ»ï¨Û³É ³ÕÛáõë³ÏÁ. 

 1. 0dx C : 

 2. Cxdxdx  1 : 

 3. Cxdxx 





 1

1




   ( 1 ): 

 4. Cx
x

dxdx
x

  ln1
: 

 5. C
a

adxa
x

x  ln
, Cedxe xx  : 

 6. Cxxdx  cossin : 

 7. Cxxdx  sincos : 

 8. Cctgx
x

dx
 2sin

: 

 9. Ctgx
x

dx
 2cos

: 

 10. Carctgx
x

dx


 21
: 

 11. Cx
x

dx



 arcsin

1 2
: 

 2. ÆÝï»·ñÙ³Ý å³ñ½³·áõÛÝ Ï³ÝáÝÝ»ñÁ: 
 ³) ºÃ» a -Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿, ³å³  

  ( ) ( ) : ( )af x dx a f x dx aF x C      ( )()( xfxF  ), 
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³ÛëÇÝùÝ` Ñ³ëï³ïáõÝ ³ñï³¹ñÇãÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÇÝï»·ñ³ÉÇ Ýß³ÝÇ ï³ÏÇó 
¹áõñë Ñ³Ý»É: 

 µ)  ( ) ( ) ( ) ( ) : ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx F x G x C        ,  

( )()( xgxG  ), 

³ÛëÇÝùÝ` ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·áõÙ³ñÇ (ï³ñµ»ñáõÃÛ³Ý) ÇÝï»·ñ³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ 
¿ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÇÝ (ï³ñµ»ñáõÃÛ³ÝÁ): 

 ·) ºÃ» )(xF -Á )(xf -Ç áñ¨¿ Ý³ËÝ³Ï³Ý ¿` )()( xfxF  , ³å³  

CbaxF
a

dxbaxf  )(1)( : 

 ²Ûë Ï³ÝáÝÝ»ñÁ µËáõÙ »Ý ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó ¨ 
³Í³ÝóÙ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÇó: 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 1)  Cax
ax

dx


 ln ,  

      1

1( )
( ) (1 )( )

k
k k

dx x a dx C
x a k x a


   

      ( 1k ): 

 2)  Cmx
m

mxdx  cos1sin , Cmx
m

mxdx  sin1cos   ( 0m ): 

 3)  C
a
x

a
x

dx
axa

dx













 arcsin

1

1
222

  ( 0a ): 

 4) C
a
xarctg

a
a
x

dx
aax

dx











 

1

1

1
2222

: 

 5) C
ax
ax

aax
dx

ax
dx

aax
dx

















   ln
2
1

2
1

22 : 

 6) ø³ÝÇ áñ 
2

2cos1cos2 mxmx 
  ¨ 

2
2cos1sin 2 mxmx 

 , 
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³å³ 2 21 1cos sin 2 , sin sin 2
2 4 2 4
x xmx mx C mx mx C

m m
       :  

 3. öá÷áË³Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝáõÙ: ºÃ» )(tf  ¨ )(x   ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ T  ¨ X  ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ, ÁÝ¹ 

áñáõÙ, TX )( , ³å³ 

   CxFdxxxf  ))(()())((  ,            (1.1) 

áñï»Õ )()( tftF  : 

 ²Ûë µ³Ý³Ó¨Á µËáõÙ ¿ ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó ¨ µ³ñ¹ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÙ³Ý µ³Ý³Ó¨Çó: 
 öá÷áË³Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝÙ³Ý (1.1) µ³Ý³Ó¨Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É 
Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí. 

  dttfdxxxf )()())((  ,                        (1.1') 

áñï»Õ »ÝÃ³¹ñíáõÙ ¿, áñ ³ç ÏáÕÙÇ ÇÝï»·ñ³ÉÁ Ñ³ßí»Éáõó Ñ»ïá, 

³ñ¹ÛáõÝùáõÙ å»ïù ¿ ï»Õ³¹ñ»É ( )t x : 

 (1.1') µ³Ý³Ó¨Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ý³¨  

   dttfxdxf )()())((             (1.1") 

ï»ëùáí: 

 Ø³ëÝ³íáñ³å»ë` ( ) ( )d x x C   :  

 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 1) 
4 4

3 3 3 sinsin cos sin sin
4 4
t xx xdx xd x t dt C C        ,  

      (³Ûëï»Õª xt sin  ): 

 2)  3 2 2sin (1 cos ) cos (1 )xdx x d x t dt          

       
3 3coscos :
3 3
t xt C x C          

 Ð³×³Ë Ñ³ñÏ ¿ ÉÇÝáõÙ (1.1') ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝÙ³Ý µ³Ý³Ó¨Á 
û·ï³·áñÍ»É Ñ³Ï³é³Ï áõÕÕáõÃÛ³Ùµ` 
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  dxxxfdttf )())(()(  : 

 ²Ûëï»Õ »ÝÃ³¹ñíáõÙ ¿, áñ ³ç ÏáÕÙÇ ÇÝï»·ñ³ÉÁ Ñ³ßí»Éáõó Ñ»ïá, 

³ñ¹ÛáõÝùáõÙ å»ïù ¿ ï»Õ³¹ñ»É )(1 tx  : 

 àñå»ë ûñÇÝ³Ï Ñ³ßí»Ýù Ñ»ï¨Û³É ÇÝï»·ñ³ÉÁ. 

 3) dxxa  22 , 0a , axa  : 

 Üß³Ý³Ï»Ýùª tax sin , dtadx cos , 
22


 t  ( x  ¨ t  ï³é»ñÇ 

ï»Õ»ñÁ ÷áËí³Í »Ý): 
 î»Õ³¹ñ»Éáíª Ïëï³Ý³Ýù 

:
2

arcsin
2

cossin
2

arcsin
2

4
2sin

2
cos

22
222

22222

Cxax
a
xaCtta

a
xa

Cttatdtadxxa









  

 

 Ð³ßí»Ýù Ù»Ï ³ÛÉ Ñ³×³Ë Ñ³Ý¹ÇåáÕ ÇÝï»·ñ³É. 

 4) 
2x

dx
 ( 0 ): 

 Üß³Ý³Ï»Ýùª xtx 2 : ÎáõÝ»Ý³Ýùª 

222 2 xtxtx  , 
t

tx
2

2 
 , 

Ñ»ï¨³µ³ñ,  

  
t

t
t

ttx
22

22
2  




 , dt
t

tdx 2

2

2


 : 

 ²ÛëåÇëáíª  

  CxxCt
t
dt

x
dx




 


2

2
lnln : 

  4. Ø³ë»ñáí ÇÝï»·ñáõÙ: ²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» u  ¨ v  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ*, ³å³ 

     vduuvudv :                   (1.2) 

                                                
*  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, »Ã» : f X ( )f C X
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 ²ñï³¹ñÛ³ÉÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝª  d uv udv vdu  , 

áõëïÇª  udv d uv vdu  : ÆÝï»·ñ»Éáí ¨ û·ïí»Éáí ï³ñµ»ñáõÃÛ³Ý 

ÇÝï»·ñ³ÉÇ µ³Ý³Ó¨Çóª Ïëï³Ý³Ýù (1.2)-Á: 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 1) cos sin sin sin sin cosx xdx xd x x x xdx x x x C        : 

 2) 
4 4 4

3 ln ln ln ln
4 4 4
x x xx xdx xd x d x       

          
4 4 4

31ln ln :
4 4 4 16
x x xx x dx x C        

 3) 21
xarctgxdx xarctgx xdarctgx xarctgx dx
x

    
    

          
2

2
2

1 (1 ) 1 ln(1 ) :
2 1 2

d xxarctgx xarctgx x C
x


     
  

 4) 2 2 2 2I x dx x x xd x x x              

          
2

2 2

2 2
:x dxdx x x x dx

x x
    

 

 
     

 
    

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí Ý³Ëáñ¹ Ï»ïÇ 4) ûñÇÝ³ÏÁª ³Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù 

   CxxxxI   22 ln
22

 

µ³Ý³Ó¨Á:  

 5)   bxdxe
a
bbxe

a
bxde

a
bxdxeI axaxaxax sincos1cos1cos1 , 

       bxdxe
a
bbxe

a
bxde

a
bxdxeI axaxaxax cossin1sin1sin2 : 

 î»Õ³¹ñ»Éáí Ù»ÏÁ ÙÛáõëÇ Ù»çª Ïëï³Ý³Ýù 

12

2

21 sincos1 I
a
bbxe

a
bbxe

a
I axax  , 

22

2

22 cossin1 I
a
bbxe

a
bbxe

a
I axax    

µ³Ý³Ó¨»ñÁ: ²Ûëï»ÕÇó Ï³ñáÕ »Ýù Ñ³ßí»É 1I -Á ¨ 2I -Á` 
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  Ce
ba

bxbbxabxdxe axax 



 22

sincoscos , 

  Ce
ba

bxbbxabxdxe axax 



 22

cossinsin :  

 6) 2 2
2 2 2 2

1 ( )
( ) ( )

n
n n n

xI dx xd x a
x a x a

    
    

          
2 2 2

2
12 2 2 2 1 2 22 2 2 :

( ) ( ) ( ) n nn n n
x x a a xn dx nI a nI

x a x a x a 

 
    

    

 ²Ûëï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýùª 

nnn I
na

n
ax

x
na

I 22221 2
12

)(2
1 




 : 

 ²ÛëåÇëáí, 1nI -Á ³ñï³Ñ³Ûïí»ó nI -Ç ÙÇçáóáí: ²ÛëåÇëÇ µ³Ý³Ó¨Á 

ÏáãíáõÙ ¿ é»Ïáõñ»Ýï µ³Ý³Ó¨: 
 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ 

C
a
xarctg

a
I 

1
1 , 

Ù»Ýù Ï³ñáÕ »Ýù Ñ»ñÃ³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ Ñ³ßí»É 2I -Á, 3I -Á ¨ ³ÛÉÝ: 

 ì»ñçáõÙ Ýß»Ýù, áñ ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»·ñ³ÉÁ Ñ³×³Ë 
ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ ã¿: ²Ñ³ ³Û¹åÇëÇ ûñÇÝ³ÏÝ»ñ* . 

  dxe x2

,   dxx 2sin ,   dxx 2cos ,   x
dx

ln
,   dx

x
xsin

,   dx
x

xcos
: 

 
¢2. àðàÞÚ²È ÆÜîº¶ð²ÈÆ ê²ÐØ²ÜàôØÀ ºì ¶àÚàôÂÚ²Ü 

ä²ÚØ²ÜÜºðÀ 
 

 1. àñáßÛ³É ÇÝï»·ñ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 

],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: Î»ï»ñÇ 0 1, ,..., nx x x  ß³ñí³ÍùÁ ÏáãíáõÙ ¿ ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍÇ ïñáÑáõÙ, »Ã» 0 1 ... na x x x b     :  

 ¸Çï³ñÏ»Ýù ³Û¹ Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý P  ïñáÑáõÙª  

                                                
* Ã.Õàðäè, Èíòåãðèðîâàíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ì., 1935. 
 f -Á Ï³ñáÕ ¿ ¨ ,a b  Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ áñáßí³Í ãÉÇÝ»É: 
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0 1: ... nP a x x x b     : 

 Üß³Ý³Ï»Ýùª iii xxx  1 , 1,...,1,0  ni  ¨ ini
x

0
max :  -Ý 

ÏáãíáõÙ ¿ P  ïñáÑÙ³Ý ïñ³Ù³·ÇÍ:  

 ],[ 1ii xx  ïñáÑÙ³Ý Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñáõÙ Ï³Ù³Û³å»ë 

í»ñóÝ»Ýù Ù»Ï i  Ï»ï` 

1 iii xx  , 10  ni , 

¨ Ï³½Ù»Ýù Ñ»ï¨Û³É ·áõÙ³ñÁ` 







1

0

)(
n

i
ii xf  , 

áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ èÇÙ³ÝÇ ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ·áõÙ³ñ: 

 Î³ë»Ýù, áñ  -Ý 0 -Ç Ó·ï»ÉÇë,   ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ·áõÙ³ñÁ Ó·ïáõÙ ¿ I  

í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÇÝ ¨ Ï·ñ»Ýùª 

I



 0
lim , 

»Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ    ïñ³Ù³·Íáí Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñáÑÙ³ÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ë-

Ë³ÝáÕ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ   ·áõÙ³ñ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ I    ³ÝÑ³í³-

ë³ñáõÃÛ³ÝÁ:  

 ºÃ» ³Û¹ I  í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ, ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ f  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»·ñ³É (Ï³Ùª áñáßÛ³É ÇÝï»·ñ³É, Ï³Ùª èÇÙ³ÝÇ ÇÝï»·ñ³É) 

],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñåª  


b

a
dxxfI )( , 

¨ ³ëáõÙ »Ý, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙª 

 ,f a b :  

 2. ÆÝï»·ñ»ÉÇáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³ÝÁ:  
 Â»áñ»Ù 2.1: ÆÝï»·ñ»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: 

 ► ²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã»  ,f a b , ³å³ ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, 

ûñÇÝ³Ïª í»ñ¨Çó: 
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 ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ. f  ýáõÝÏóÇ³Ý ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍáõÙ í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ã¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ïñáÑÙ³Ý 
Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÇ íñ³ ³ÛÝ ÝáõÛÝå»ë í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ã¿:  

 ÂáÕ, áñ ¹³ ÉÇÝÇ ],[ 100 ii xx  Ñ³ïí³ÍÁ: üÇùë»Éáí i , 0ii  , Ï»ï»ñÁ ¨ 

÷á÷áË»Éáí 
0i

 -Ýª )(
0i

f  -Ý, áõ Ýñ³ Ñ»ï Ù»Ïï»Õ, Ý³¨   ·áõÙ³ñÁ, Ï³ñáÕ 

»Ýù Ï³Ù³Û³å»ë Ù»Í ¹³ñÓÝ»É: Ð»ï¨³µ³ñ,   ·áõÙ³ñÁ í»ñç³íáñ 

ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»·ñ»ÉÇáõÃÛ³ÝÁ:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: Â»áñ»Ù 2.1-Ç åÝ¹Ù³Ý Ñ³Ï³¹³ñÓÁ ×ßÙ³ñÇï ã¿: 
úñÇÝ³Ï,  

1,
( )

0,
x Q

x
x I




  
 

¸ÇñÇËÉ»Ç ýáõÝÏóÇ³Ý Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ñ³ïí³ÍáõÙ 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, ë³Ï³ÛÝ ÇÝï»·ñ»ÉÇ ã¿: ÆëÏ³å»ë, ûñÇÝ³Ï  0,1  

Ñ³ïí³ÍáõÙ ³Ûë ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ·áõÙ³ñÁ Áëï i  é³óÇáÝ³É 

Ï»ï»ñÇ Ñ³í³ë³ñ ¿ 1, ÇëÏ Áëï Çé³óÇáÝ³É Ï»ï»ñÇ` 0: 
 ²ÛëåÇëáí, ëïáñ¨ Ù»Ýù Ï¹Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: 

 3. ¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ P -Ý ³Û¹ Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñáÑáõÙ ¿: Üß³Ý³Ï»Ýùª  

)(inf
],[ 1

xfm
ii xxi


 , )(sup
],[ 1

xfM
ii xx

i


   0 1i n    

¨ Ý»ñÙáõÍ»Ýù 







1

0

n

i
ii xms , 






1

0

n

i
ii xMS  

·áõÙ³ñÝ»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ÏáãáõÙ »Ý ¸³ñµáõÇ ëïáñÇÝ ¨ 

í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÝ»ñ ( P  ïñáÑÙ³Ý Ñ³Ù³ñ): 

 ø³ÝÇ áñ 

iii Mfm  )( , 10  ni , 
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³å³, µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí ³Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µáÉáñ ÏáÕÙ»ñÁ ix -

»ñáí áõ ëï³óí³Í ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ·áõÙ³ñ»Éáí, Ïëï³Ý³Ýùª 
Ss   : 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: üÇùë³Í ïñáÑÙ³Ý ¹»åùáõÙ s  ¨ S  ·áõÙ³ñÝ»ñÁ 

ýÇùëí³Í »Ý (³Ý÷á÷áË »Ý), ÇëÏ   ·áõÙ³ñÁ Ï³ñáÕ ¿ ÷á÷áËí»É ( i  

Ï»ï»ñÇ ÷á÷áËÙ³Ý Ñ³ßíÇÝ): ØÛáõë ÏáÕÙÇó, i  Ï»ïÁ ÷á÷áË»Éáí 

],[ 1ii xx  Ñ³ïí³ÍáõÙ, Ï³ñáÕ »Ýù  )( if  -Ý ó³ÝÏ³ó³Í ã³÷áí Ùáï»óÝ»É 

Ã»° im -ÇÝ, ¨ Ã»° iM -ÇÝ: ²Û¹ å³ï×³éáí ¿É   ·áõÙ³ñÁ Ï³ñáÕ ¿ 

Ï³Ù³Û³å»ë Ùáï ÉÇÝ»É Ã»° s -ÇÝ, ¨ Ã»° S -ÇÝ:  

 ²ÛëÇÝùÝ` ýÇùëí³Í ïñáÑÙ³Ý ¹»åùáõÙ s -Á ¨ S -Á Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý   

ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ, Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ, ×ß·ñÇï ëïáñÇÝ ¨ 
×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñ»ñÁ: 
 ¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÝ ûÅïí³Í »Ý Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí. 
 ²é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ: îñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñÇÝ Ýáñ Ï»ï»ñ ³í»É³óÝ»ÉÇëª 
¸³ñµáõÇ ëïáñÇÝ ·áõÙ³ñÁ Ï³ñáÕ ¿ ÙÇ³ÛÝ Ù»Í³Ý³É, ÇëÏ í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÁ` 
÷áùñ³Ý³É: 
 ► ²å³óáõó»Ýù ÙÇ³ÛÝ í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÇÝ í»ñ³µ»ñáÕ åÝ¹áõÙÁ: 

ºÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» ix  0 i n   ïñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñÇÝ ³í»É³óÝáõÙ »Ýù ¨ë Ù»Ï 

Ï»ï` x , ÁÝ¹ áñáõÙ,  

1 kk xxx : 

 ºÃ» ³Ûë Ýáñ ïñáÑÙ³ÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÁ 

Ýß³Ý³Ï»Ýù S -áí, ³å³ ³ÛÝ Ý³ËÏÇÝ S -Çó Ïï³ñµ»ñíÇ ÁÝ¹³Ù»ÝÁ 

Ýñ³Ýáí, áñ í»ñçÇÝÇë Ù»ç ÙïÝáÕ )( 1 kkk xxM   ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ 

÷áË³ñÇÝí³Í ¿  

1( ) ( )k k k kM x x M x x     

·áõÙ³ñáí, áñï»Õ kM -Á ¨ kM -Á f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñ»ñÝ »Ý 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ],[ xxk   ¨ ],[ 1 kxx  Ñ³ïí³ÍÝ»ñáõÙ: 
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ø³ÝÇ áñ kk MM   ¨ kk MM  , ³å³ 

)()( kkkk xxMxxM  , 

)()( 11 xxMxxM kkkk   : 

 ¶áõÙ³ñ»Éáí ³Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁª Ïëï³Ý³Ýù 

  )()()( 11 kkkkkkk xxMxxMxxM    

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñï»ÕÇó ¿É Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ SS  :  

 Èñ³óáõÙ: f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï³ï³ÝáõÙÝ ³ÙµáÕç ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ 

Ýß³Ý³Ï»Ýù  -áí: ø³ÝÇ áñ kk MM   ¨ kk MM   ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ 

ã»Ý ·»ñ³½³ÝóáõÙ  -Ý, áõëïÇ SS   ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ ãÇ ·»ñ³½³ÝóÇ   
³ñï³¹ñÛ³ÉÁ (  kx ): ºÃ» ïñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñÇÝ ³í»É³óíÇ m  Ñ³ï 

Ï»ï, ³å³ í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ ãÇ ·»ñ³½³ÝóÇ m  ÃÇíÁ: 

 ºñÏñáñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ: ¸³ñµáõÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ëïáñÇÝ ·áõÙ³ñ ãÇ 
·»ñ³½³ÝóáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÁ: 

 ► ¸Çóáõù 1P -Á ¨ 2P -Á ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñáÑáõÙÝ»ñ »Ý: 

Üñ³Ýó Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù 1s , 1S  ¨ 2s , 

2S : ä»ïù ¿ ³å³óáõó»Ýù, áñ  

21 Ss  : 

 ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí Ï³½Ù»Ýù ÙÇ Ýáñ P  ïñáÑáõÙ, áñÁ ëï³óíáõÙ ¿ 1P  ¨ 2P  

ïñáÑáõÙÝ»ñÁ ÙÇ³íáñ»ÉÇë, ³ÛëÇÝùÝ` áñå»ë P  ïñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñ í»ñóÝáõÙ 

»Ýù 1P -Ç áõ 2P -Ç ïñáÑÙ³Ý µáÉáñ Ï»ï»ñÁ: ²Ûë Ýáñ ïñáÑÙ³ÝÁ 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù s  ¨ S : ²é³çÇÝ 

Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, áõÝ»Ýùª 

ss 1 ;  2SS  : 

 ê³Ï³ÛÝª Ss  , áñå»ë ÝáõÛÝ ïñáÑÙ³ÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ëïáñÇÝ 

¨ í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÝ»ñ: Ð³Ù³¹ñ»Éáí ëï³óí³Í »ñ»ù ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ-

Ý»ñÁª ëï³ÝáõÙ »Ýù å³Ñ³ÝçíáÕ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  



¢2. àñáßÛ³É ÇÝï»·ñ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ¨ ·áÛáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ 149 

 ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù µáÉáñ ëïáñÇÝ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ` }{s  (µáÉáñ 

ïñáÑáõÙÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ): ²ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ S  í»ñÇÝ ·áõÙ³ñáí (»ñÏñáñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛ³ÝÁ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ): 

 Üß³Ý³Ï»Ýùª 

}sup{* sI  : 

 ø³ÝÇ áñ ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÁ í»ñÇÝ »½ñ»ñÇó ÷áùñ³·áõÛÝÝ ¿, ³å³ 

SI * , áñï»Õ S -Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý í»ñÇÝ ·áõÙ³ñ ¿: àõëïÇ, Ýß³Ý³Ï»Éáí 

}inf{* SI  , 

Ïëï³Ý³Ýùª 
*

* II  : 

 ²ÛëåÇëáíª 

SIIs  *
* :                           (2.1) 

 *I  ¨ *I  Ãí»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý, Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ, ¸³ñµáõÇ ëïáñÇÝ 

¨ í»ñÇÝ ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñ: 
 4. ÆÝï»·ñ³ÉÇ ·áÛáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ: 
 Â»áñ»Ù 2.2: ÆÝï»·ñ³ÉÇ ·áÛáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, 
áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ 

    0)(lim
0




sS


             (2.2) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: àõÝ»Ýù, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿, 

³ÛëÇÝùÝ`  

I



 0
lim , 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  

ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 
     II :             (2.3) 

 ø³ÝÇ áñ ýÇùë³Í ïñáÑÙ³Ý ¹»åùáõÙ s -Á ¨ S -Á Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý   

ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ ×ß·ñÇï ëïáñÇÝ ¨ ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñ»ñÁ (ï»'ë  
Ï»ï 3-Ç ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝÁ), ³å³ 
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  ISsI : 

 Ð»ï¨³µ³ñª  

 2 sS , 

ÇÝãÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ï»ÕÇ áõÝÇ (2.2) å³ÛÙ³ÝÁ: 
 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ: (2.2) å³ÛÙ³ÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

S s      :                     (2.4) 

 ²Ûëï»ÕÇó ¨ (2.1) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ  
*

* II  : 

 Üß³Ý³Ï»Ýù *II   ¨ óáõÛó ï³Ýù, áñ 

I



 0
lim : 

 ø³ÝÇ áñ SIs   ¨ Ss   , ³å³ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí (2.4)-Á, 

Ïëï³Ý³Ýùª 

  I :  

 ì»ñ³¹³éÝ³Éáí ¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÇÝª ÇÝï»·ñ³ÉÇ 
·áÛáõÃÛ³Ý (2.2) å³ÛÙ³ÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí. 

0)(lim
1

0
0







n

i
iii xmM


: 

 Üß³Ý³Ï»Éáí iii mM   (ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï³ï³ÝáõÙÁ ],[ 1ii xx  

Ñ³ïí³ÍÇ íñ³)ª ³Û¹ å³ÛÙ³ÝÁ ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

0lim
1

0
0







n

i
ii x


:                 (2.2°') 

 Â»áñ»Ù 2.3 (¸³ñµáõ): Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

Ñ³Ù³ñ ×ßÙ³ñÇï »Ý Ñ»ï¨Û³É ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ. 

   *0
lim Is 


, *

0
lim IS 


:             (2.5) 

 ► ²å³óáõó»Ýù Ýßí³Í ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇó ÙÇ³ÛÝ »ñÏñáñ¹Á: ì»ñóÝ»Ýù 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: ø³ÝÇ áñ *I -Á S -»ñÇ ×ß·ñÇï ëïáñÇÝ »½ñÝ ¿, 
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³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ 1P : bxxxa m  ...10  ïñáÑáõÙ, áñÇ 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 1S  í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ 

2
*

1


 IS              (2.6) 

å³ÛÙ³ÝÇÝ: 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý P  ïñáÑáõÙ, áñÇ   ïñ³Ù³·ÇÍÁ 

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿  

   :
2m
  


                (2.7) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ ( -Ý f -Ç ï³ï³ÝáõÙÝ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ): ²Û¹ 

ïñáÑÙ³ÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ¸³ñµáõÇ í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù S -

áí ¨ ³å³óáõó»Ýù 

    *IS               (2.8) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (2.5)-Ç »ñÏñáñ¹ ³éÝãáõÃÛ³ÝÁ: 

 ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí Ï³½Ù»Ýù 2 1:P P P   ïñáÑáõÙÁ ¨ Ýñ³ 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ¸³ñµáõÇ í»ñÇÝ ·áõÙ³ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù 2S -áí: àõÝ»Ýùª  

   )()( *
22

* ISSSIS  :                                 (2.9) 

 ¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Éñ³óÙ³ÝÁ Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 

 mSS 2  , 

ù³ÝÇ áñ 2P -Á ëï³óíáõÙ ¿ P -Çóª ³í»É³óÝ»Éáí 1P -Ç Ï»ï»ñÁ, ÇëÏ ³Û¹ 

³í»É³óí³Í Ï»ï»ñÇ ù³Ý³ÏÁ ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ m -Á:  

 ²ÛÅÙ, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí (2.7)-Á, Ïëï³Ý³Ýùª 

   
22


 SS  :            (2.10) 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, 2P -Á ëï³óíáõÙ ¿ 1P -Çóª ³í»É³óÝ»Éáí P -Ç Ï»ï»ñÁ, 

áõëïÇª 12 SS  : Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (2.6)-Á, Ïëï³Ý³Ýù 

   
2

*
2


 IS :                              (2.11) 
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 Ð³Ù»Ù³ï»Éáí (2.9) - (2.11)-Áª Ïëï³Ý³Ýù (2.8)-Á:  

 Ð»ï¨³Ýù 1: ÆÝï»·ñ³ÉÇ ·áÛáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, 

áñ *
* II  : 

 ²Ûë åÝ¹áõÙÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ ÇÝï»·ñ³ÉÇ ·áÛáõÃÛ³Ý (2.2) å³ÛÙ³ÝÇó ¨ 
¸³ñµáõÇ Ã»áñ»ÙÇó: 

 Ð»ï¨³Ýù 2: ºÃ» ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÛÝåÇëÇÝ ¿, áñ 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ ³ÛÝåÇëÇ P  ïñáÑáõÙ, 

áñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý 

 sS  å³ÛÙ³ÝÇÝ, ³å³ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿: 

 ²å³óáõÛóÁ µËáõÙ ¿ (2.1)-Çó ¨ Ý³Ëáñ¹ Ñ»ï¨³ÝùÇó: 
 

¢3. ÆÜîº¶ðºÈÆ üàôÜÎòÆ²ÜºðÆ ¸²êºð 
 

 ú·ïí»Éáí ÇÝï»·ñ³ÉÇ ·áÛáõÃÛ³Ý (2.2') å³ÛÙ³ÝÇó Ï³Ù ¸³ñµáõÇ 
Ã»áñ»ÙÇ »ñÏñáñ¹ Ñ»ï¨³ÝùÇóª Ï³ñáÕ »Ýù µ³ó³Ñ³Ûï»É ÇÝï»·ñ»ÉÇ 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ áñáß ¹³ë»ñ: 

 Â»áñ»Ù 3.1: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ 

³ÛÝ ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍáõÙ: 
 ► ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: Î³ÝïáñÇ Ã»áñ»ÙÇ Ñ»ï¨³ÝùÇ 

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý P  

ïñáÑÙ³Ý Ñ³Ù³ñ`   i : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙª )(
1

0

1

0

abxx
n

i
i

n

i
ii  









 , ³ÛëÇÝùÝ`  

1

0
0

n

i i
i

x




  , »ñµ 0  : 

 ÆÝï»·ñ³ÉÇ ·áÛáõÃÛ³Ý (2.2) å³ÛÙ³ÝÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝª  ,f a b :  

 Â»áñ»Ù 3.2: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ),( ba  

µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ³å³ ³ÛÝ ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

                                                
 Î³ñ×ª    , ,C a b a b  : 
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 ► ì»ñóÝ»Ýù b a -Çó ÷áùñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: Î³ÝïáñÇ 

Ã»áñ»ÙÇ Ñ»ï¨³ÝùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ,
2 2

a b     
 Ñ³ïí³ÍÇ  

2
...

2 121


  bxxxa n  

ïñáÑáõÙ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  i , 2,...,2,1  ni : 

 ÀÝïñ»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ñ»ï¨Û³É P  ïñáÑáõÙÁ.  

bxxxxa nn  110 ... : 

 ²Û¹ ïñáÑÙ³Ý Ñ³Ù³ñ ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

)(
2

2
1

0

abx
n

i
ii 








 , 

áñï»Õ  -Ý f -Ç ï³ï³ÝáõÙÝ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

 ²ÛÅÙ, ¸³ñµáõÇ Ã»áñ»ÙÇ »ñÏñáñ¹ Ñ»ï¨³ÝùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, f -Á 

ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ:  

 ÜÙ³Ý Ó¨áí Ï³å³óáõóíÇ Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ. 
 »Ã» ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ 

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ),(],[ baba   Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ ³ÛÝ ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ Ý³¨ 

],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

 Â»áñ»Ù 3.3: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ca  ¨ ],[ bc  

Ñ³ïí³ÍÝ»ñáõÙ ( bca  ), ³å³ ³ÛÝ ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

 ► ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ],[ ca  ¨ ],[ bc  

Ñ³ïí³ÍÝ»ñáõÙ ÇÝï»·ñ»ÉÇáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ³Û¹ 

Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ 1P  ¨ 2P  ïñáÑáõÙÝ»ñ` Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ¸³ñµáõÇ 1s , 

1S  ¨ 2s , 2S  ·áõÙ³ñÝ»ñáí, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  

211


 sS , 
222


 sS : 

 àñå»ë ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ P  ïñáÑáõÙ í»ñóÝ»Ýù 1P  ¨ 2P  ïñáÑáõÙÝ»ñÇ 

ÙÇ³íáñáõÙÁ: 1 2:s s s  -Á ¨ 1 2:S S S  -Á ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³Ý ³Ûë ïñáÑÙ³Ý 

¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ, Ñ»ï¨³µ³ñ,  
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 2211 sSsSsS : 

 Ð³Ù³Ó³ÛÝ ¸³ñµáõÇ Ã»áñ»ÙÇ »ñÏñáñ¹ Ñ»ï¨³ÝùÇ, f -Á ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ 

],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ:  

 ÎÇñ³é»Éáí Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ª ÏÑ³Ùá½í»Ýù, áñ ³Ûë 

Ã»áñ»ÙÇ »½ñ³Ï³óáõÃÛáõÝÁ ×Çßï ¿ Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÁ 

ïñáÑíáõÙ ¿ áã Ã» »ñÏáõ, ³ÛÉ Ï³Ù³Û³Ï³Ý í»ñç³íáñ Ãíáí Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ: 
 Â»áñ»Ù 3.2-Çó ¨ Ã»áñ»Ù 3.3-Çó µËáõÙ ¿, áñ »Ã» Ñ³ïí³ÍáõÙ 
ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï f  ýáõÝÏóÇ³Ý Ë½íáõÙ ¿ ÁÝ¹³Ù»ÝÁ í»ñç³íáñ Ãíáí Ï»ï»-

ñáõÙ, ³å³ ³ÛÝ ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍáõÙ:  
 Â»áñ»Ù 3.4: Ð³ïí³ÍáõÙ ÙáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿: 
 ► ²å³óáõó»Ýù ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿ (É³ÛÝ ÇÙ³ëïáí): 

àõÝ»Ýùª 

   )()()()(
1

0
1

1

0

afbfxxfxfx
n

i
iii

n

i
ii  










 , 

áñï»Õ  -Ý ïñáÑÙ³Ý ïñ³Ù³·ÇÍÝ ¿: Ð»ï¨³µ³ñª 
1

0
0 ( 0)

n

i i
i

x 




   :  

 ÖÇßï ¿ Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ. »Ã» f -Á ÙáÝáïáÝ ¿ ¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï 

),( ba  µ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ³å³ ³ÛÝ ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

 ²å³óáõóíáõÙ ¿ Ã»áñ»Ù 3.2-Ç ëË»Ù³Ûáí: 
  

  ¢4. ÆÜîº¶ð²ÈÆ Ð²îÎàôÂÚàôÜÜºðÀ 
 
 1. Ð³í³ë³ñáõÃÛáõÝáí ³ñï³Ñ³ÛïíáÕ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñ:  

  Â»áñ»Ù 4.1: ºÃ» f -Á ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ ³ÛÝ 

ÇÝï»·ñ»ÉÇ ÏÉÇÝÇ Ý³¨ ],[ ca  ¨ ],[ bc  ( bca  ) Ñ³ïí³ÍÝ»ñáõÙ, ÁÝ¹ áñáõÙ, 

 
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( :            (4.1) 
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 ► ì»ñóÝ»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ P  ïñáÑáõÙ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ³ÛÝ 

å³ñáõÝ³ÏÇ c  Ï»ïÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙª 

 
b

c
ii

c

a
ii

b

a
ii xxx  : 

 ø³ÝÇ áñ ³ç ÏáÕÙÇ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÁ ¹ñ³Ï³Ý »Ý, ³å³  

 0 0
c b

i i i i
a a

x x        ,  0 0
b b

i i i i
c a

x x        : 

 Ð»ï¨³µ³ñ, f -Á ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ca  ¨ ],[ bc  Ñ³ïí³ÍÝ»ñáõÙ: 

 (4.1) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ ·ñ»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 
Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ èÇÙ³ÝÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ. 

 
b

c
ii

c

a
ii

b

a
ii xfxfxf )()()(  : 

 ²Ûëï»Õ ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ 0 , Ïëï³Ý³Ýù (4.1)-Á:  

 ØÇÝã ³ÛÅÙ Ù»Ýù ë³ÑÙ³Ý»É »Ýù f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»·ñ³É ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍáõÙ, áñï»Õ ba  : ú·ï³Ï³ñ ¿ ÁÝ¹É³ÛÝ»É ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ b a  

¹»åùáõÙª 

    
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(    ¨  0)( 
a

a

dxxf : 

 ¸Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ³Ûë å³ÛÙ³Ý³íáñí³ÍáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ (4.1) 
Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÙÝáõÙ ¿ áõÅÇ Ù»çª a , b  ¨ c  Ï»ï»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 

¹³ë³íáñí³ÍáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ, ÙÇ³ÛÝ Ã» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÉÇÝÇ ÇÝï»·ñ»ÉÇ 

¹Çï³ñÏíáÕ Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇó ³Ù»Ý³Ù»ÍáõÙ: 

 Â»áñ»Ù 4.2: ¸Çóáõù f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ÇÝï»·ñ»ÉÇ »Ý ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ C -Ý áñ¨¿ Ñ³ëï³ïáõÝ ¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ  

³) )()( xgxf  ,  µ) )(xCf ,  ·) )(xf ,  ¹) )()( xgxf  

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ÝáõÛÝå»ë ÏÉÇÝ»Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ÁÝ¹ áñáõÙ, 

     
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  ,            (4.2) 
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 
b

a

b

a

dxxfCdxxCf )()( :             (4.3) 

 ► ³) ¨ µ) ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÇÝï»·ñ»ÉÇáõÃÛáõÝÝ áõ (4.2), (4.3) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ µËáõÙ »Ý èÇÙ³ÝÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·áõÙ³ñÝ»ñÇ 
Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó: 

 ·)-Ç ³å³óáõÛóÁ:  ø³ÝÇ áñ )()()()( yfxfyfxf  , ÇëÏ 

)()(sup)(
],[, 1

yfxff
ii xxyx

i 


 ,    )()(sup
],[, 1

yfxff
ii xxyx

i 


 , 

³å³   )( ff ii    ¨    
1 1

0 0
( ) 0 0

n n

i i i
i i

f x f x  
 

 

      :  

 ¹)-Ç ³å³óáõÛóÁ: ø³ÝÇ áñ f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ÇÝï»·ñ»ÉÇ »Ý, ³å³ 

¹ñ³Ýù ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï »Ý`  Lxf )( ,  Kxg )( ,  ],[ bax : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »ñµ ],[, 1 ii xxyx , áõÝ»Ýùª 

:)()()()()()(

)()()()()()()()(

fKgLygyfygxf

ygxfxgxfygyfxgxf

ii  


 

 Ð»ï¨³µ³ñª  )()()( fKgLfg iii   , áõëïÇª 

  
1 1 1

0 0 0
( ) ( ) ( ) 0 ( 0)

n n n

i i i i i i
i i i

fg x L g x K f x   
  

  

         :  

 2. ²ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñáí ³ñï³Ñ³ÛïíáÕ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñ: 

 Â»áñ»Ù 4.3: ¸Çóáõùª  , ,f g a b : ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

 ³) »Ã»  ( ) 0, ,f x x a b  , ³å³  

0)( 
b

a

dxxf , 

 µ) »Ã» )()( xgxf  , ],[ bax , ³å³  

 
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( , 
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 ·) »Ã» )(sup
],[

xfM
bax

 , 
[ , ]

inf ( )
x a b

m f x


 , ³å³  

)()()( abMdxxfabm
b

a

   

 ¹)  
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( : 

 ► ³) ø³ÝÇ áñ 0)( xf , ],[ bax , áõëïÇ 0)(
1

0






n

i
ii xf  : 

 ²Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ 0 , 

Ïëï³Ý³Ýù ³)-Ý: 

 µ)-Ý ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ ³)-Ý ÏÏÇñ³é»Ýù fg   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ 

¨ Ïû·ïí»Ýù Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ (4.2) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó: 

 ·)-Ý ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ µ)-Çó ( ( )m f x M  ): 

 ¹)-Ý ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ï·ñ»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ³ÝÑ³í³ë³-
ñáõÃÛáõÝÁ èÇÙ³ÝÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ, Ïû·ïí»Ýù Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ ·) 

åÝ¹áõÙÇó ¨ Ï³ÝóÝ»Ýù ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ 0 :  

 3. ØÇçÇÝ ³ñÅ»ùÇ Ã»áñ»ÙÁ:  

 Â»áñ»Ù 4.4: ºÃ» f -Á ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝÇ [ , ]m M  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

)()( abdxxf
b

a

  , 

áñï»Õ M -Á ¨ m -Á f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ×ß·ñÇï »½ñ»ñÝ »Ý ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

 ► Ü³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ ·) åÝ¹áõÙÇó áõÝ»Ýùª 

Mdxxf
ab

m
b

a




  )(1
: 

 Üß³Ý³Ï»Éáí  




b

a

dxxf
ab

)(1 , 
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Ïëï³Ý³Ýù å³Ñ³ÝçíáÕ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, M  ¨ 

m  ×ß·ñÇï »½ñ»ñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ (Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 

ì³Û»ñßïñ³ëÇ »ñÏñáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ), ¨ Ýñ³Ýó ÙÇç¨ ÁÝÏ³Í   ÃÇíÁ ¨ë 

Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ f   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ù (Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ´áÉó³Ýá - ÎáßÇÇ 

»ñÏñáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ Ñ»ï¨³ÝùÇ): Ð»ï¨³µ³ñ, »Ã» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 

¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ [ , ]c a b  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, 

áñ  

))(()( abcfdxxf
b

a

 : 

 4. ØÇçÇÝ ³ñÅ»ùÇ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óí³Í Ã»áñ»ÙÁ:  

 Â»áñ»Ù 4.5: ºÃ» f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ÇÝï»·ñ»ÉÇ »Ý ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ g -Ý Ýß³ÝÁ ãÇ ÷áËáõÙ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝÇ [ , ]m M  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

 
b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()()(  , 

áñï»Õ m -Á ¨ M -Á f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ×ß·ñÇï »½ñ»ñÝ »Ý ],[ ba -áõÙ:  

 ²Ûë Ã»áñ»ÙÇ Ù»ç í»ñóÝ»Éáí 1)( xg , Ïëï³Ý³Ýù Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÁ: 

 ► ²å³óáõó»Ýù ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ 0)( xg , ],[ bax : àõÝ»Ýùª 

Mxfm  )( , ],[ bax : 

 Ð»ï¨³µ³ñª  

)()()()( xMgxgxfxmg  , ],[ bax : 

 ú·ïí»Éáí Ã»áñ»Ù 4.3-Ç ·) åÝ¹áõÙÇó ¨ Ã»áñ»Ù 4.2-Çóª Ïëï³Ý³Ýù 

   
b

a

b

a

b

a

dxxgMdxxgxfdxxgm )()()()(            (4.4) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, áñï»Õ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 4.3-Ç ³) åÝ¹Ù³Ý, 
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0)( 
b

a

dxxg : 

 ºÃ» ³Ûë ÇÝï»·ñ³ÉÁ ¹ñ³Ï³Ý ¿, ³å³ (4.4) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý µáÉáñ 
ÏáÕÙ»ñÁ µ³Å³Ý»Éáí ³Û¹ ÇÝï»·ñ³ÉÇ íñ³ ¨ Ýß³Ý³Ï»Éáí  

( ) ( ) ( )
b b

a a

f x g x dx g x dx    , 

Ïëï³Ý³Ýù å³Ñ³ÝçíáÕ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  
 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ g -Ç ÇÝï»·ñ³ÉÁ 0  ¿, (4.4) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó 

µËáõÙ ¿, áñ fg -Ç ÇÝï»·ñ³ÉÁ ÝáõÛÝå»ë 0  ¿, Ñ»ï¨³µ³ñ, Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ 

×Çßï ¿ ],[ Mm  Ñ³ïí³ÍÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ µáÉáñ  -»ñÇ Ñ³Ù³ñ:  

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ f -Á ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ÇÝãå»ë ¨ 

Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙáõÙ, ³Ûëï»Õ ÝáõÛÝå»ë  -Ý Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÷áË³ñÇÝ»É f  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùáí: 
 

¢5. ÆÜîº¶ð²ÈÀª àðäºê ìºðÆÜ ê²ÐØ²ÜÆ üàôÜÎòÆ² 

 

 ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: Üß³Ý³Ï»Ýùª  

( ) ( ) ,
x

a

F x f t dt a x b   : 

 ÐÇß»Ýù, áñ å³ÛÙ³Ý³íáñí³ÍáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝª ( ) ( ) 0
a

a

F a f t dt  :  

 Â»áñ»Ù 5.1: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ 

F  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

 ► ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý ],[0 bax   Ï»ï ¨ ³å³óáõó»Ýù F -Ç 

³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÝ ³Û¹ Ï»ïáõÙ, áñÇó ¨ ÏµËÇ Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ: 

 ÆÝï»·ñ³ÉÇ ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, áõÝ»Ýùª  
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  



xx

x

x

a

xx

a

dttfdttfdttfxFxxF
0

0

00

)()()()()( 00 :         (5.1) 

 Ð»ï¨³µ³ñ, Ã»áñ»Ù 4.3-Ç ¹) ¨ ·) åÝ¹áõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 

    0 0( ) ( ) 0 0F x x F x K x x        , 

áñï»Õ )(sup
],[

xfK
bax

 :  

 Â»áñ»Ù 5.2: ºÃ» f -Á ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 

],[0 bax   Ï»ïáõÙ, ³å³ F  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É ¨ 

)()( 00 xfxF  : 

 ►  (5.1) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿, áñ  

  
0

0

0 0
0 0

( ) ( ) 1( ) ( ) ( )
x x

x

F x x F x f x f t f x dt
x x

  
  

   :           (5.2) 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ù³ÝÇ áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 0x  Ï»ïáõÙ, ³å³ 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   )()( 0xftfx , ],[ 00 xxxt  :              (5.3) 

 ú·ïí»Éáí (5.2) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó ¨ ÏÇñ³é»Éáí Ã»áñ»Ù 4.3-Ç ¹) ¨ ·) 
Ï»ï»ñÁª (5.3)-Çó Ïëï³Ý³Ýù 

0 0
0

( ) ( ) 1( )F x x F xx f x x
x x

  
  

       
 

  

·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ: ²ÛëåÇëáí`  

0 0
0

( ) ( ) ( ) ( 0)F x x F x f x x
x

  
  


:  

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³ÙµáÕç ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍáõÙ, )()( xfxF   Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ×Çßï ÏÉÇÝÇ ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍÇ µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ: ²ÛëÇÝùÝ` ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ )(xF -Á 

ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ )(xf -Ç Ý³ËÝ³Ï³Ý: 
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¢6. ÆÜîº¶ð²È Ð²ÞìÆ ÐÆØÜ²Î²Ü ´²Ü²ÒºìÀ  
(ÜÚàôîàÜ - È²Ú´ÜÆò) 

  

 Â»áñ»Ù 6.1: ºÃ» f -Á ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨  -Ý Ýñ³ áñ¨¿ 

Ý³ËÝ³Ï³Ý ¿, ³å³ 

   ( ) ( ) ( ) :
b

b

a
a

f t dt b a     :                          (6.1) 

 ►  Üß³Ý³Ï»Ýùª 


x

a

dttfxF )()( : 

 Â»áñ»Ù 5.2-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, F -Á ÝáõÛÝå»ë ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ f -Ç 

Ý³ËÝ³Ï³Ý: Ð»ï¨³µ³ñ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ C  Ñ³ëï³ïáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, 

áñ CxFx  )()( ,  ],[ bax : 

 ì»ñóÝ»Éáí ax  ª Ïëï³Ý³Ýù Ca  )( : ²ÛëÇÝùÝ` 

)()()( axFx  , ],[ bax : 

 ²Ûëï»Õ ï»Õ³¹ñ»Éáí bx  ª Ïëï³Ý³Ýù å³Ñ³ÝçíáÕ Ñ³í³ë³ñáõ-

ÃÛáõÝÁ:  

 Â»áñ»Ù 6.2: ¸Çóáõù f -Á ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ,  -Ý 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ ],[ ba -áõÙ, µ³óÇ í»ñç³íáñ Ãíáí 

Ï»ï»ñÇó, ï»ÕÇ áõÝÇ 

)()( xfx   

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ×ßÙ³ñÇï ¿ (6.1) µ³Ý³Ó¨Á: 
 ► ì»ñóÝ»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý P  ïñáÑáõÙª 

bxxxa n  ...10 , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñÝ ÁÝ¹·ñÏáõÙ ¿ í»ñÁ Ýßí³Í 

µ³ó³éÇÏ Ï»ï»ñÁ: 
 àõÝ»Ýùª 

    







 

1

0

1

0
1 )()()()()(

n

i
ii

n

i
ii xfxxab  ,         (6.2) 
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áñï»Õ  1,i i ix x  : ì»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ëï³óíáõÙ ¿ È³·ñ³ÝÅÇ 

í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Çó` iiii xxx   )()()( 1  : 

 (6.2) Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ 0 , Ïëï³Ý³Ýù 

(6.1)-Á:   

 
¢7. ØÆæÆÜ ²ðÄºøÆ ºðÎðàð¸ ÂºàðºØÀ (´àÜÜº) 

 

 Â»áñ»Ù 7.1: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ Ýí³½áÕ ¿ ¨ 

¹ñ³Ï³Ý, ÇëÏ g -Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

[ , ]a b   Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

    


a

b

a

dxxgafdxxgxf )()()()( :               (7.1) 

 ► Üß³Ý³Ï»Ýùª  

 
b

a

dxxgxfI )()( , 
x

a

dttgxG )()( , )(max
],[

xGM
bax

 , )(min
],[

xGm
bax

 : 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, í»ñóÝ»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñáÑáõÙ` 

bxxxa n  ...10 , ¨ ³é³çÇÝ ÇÝï»·ñ³ÉÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù ·áõÙ³ñÇ 

ÙÇçáóáí. 

  

 
1 1

1

1 1

0 0

1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) : :

i i

i i

i

i

x xn n

i
i ix x

xn

i
i x

I f x g x dx f x f x g x dx

f x g x dx  

 



 

 





   

  

  

 
        (7.2) 

 ø³ÝÇ áñ g -Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿, áõëïÇ ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿` Lxg )( : 

Ð»ï¨³µ³ñª  

  
11 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( 0)
i

i

xn n

i i i
i ix

f x f x g x dx L f x  
 

 

       : 



¢7. ØÇçÇÝ ³ñÅ»ùÇ »ñÏñáñ¹ Ã»áñ»ÙÁ  163 

²ÛÅÙ (7.2) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿, áñ ( 0)I   :  

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó áõÝ»Ýùª 

   
1 1

1 1 1
0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ):
n n

i i i i i i n n
i i

f x G x G x G x f x f x G x f x
 

  
 

       

 ø³ÝÇ áñ 0)()( 1  ii xfxf  ¨ 0)( 1 nxf , ³å³ í»ñçÇÝ 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó Ïëï³Ý³Ýùª )()( aMfamf  : ²ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, 

»ñµ 0 , Ïëï³Ý³Ýùª )()( aMfIamf  , Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿,  

( )I f a , Mm   : 

 ø³ÝÇ áñ G  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, áõëïÇ Ýñ³ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ 

÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ÙÇç¨ ÁÝÏ³Í   ÃÇíÁ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ù ¿ª  

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ [ , ]a b   Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ )( G :  

 ²ÛëåÇëáíª )()( GafI  , ÇÝãÁ ¨ å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ñ ³å³óáõó»É:  

 ÜÙ³Ý Ó¨áí Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³å³óáõó»É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ. 

 »Ã» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ³×áÕ ¿ ¨ ¹ñ³Ï³Ý, ÇëÏ g -Ý 

ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ [ , ]a b   Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

 
bb

a

dxxgbfdxxgxf


)()()()( : 

 ì»ñç³å»ë, »Ã» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÙáÝáïáÝ ¿, ÇëÏ g -Ý` ÇÝï»·ñ»ÉÇ, ³å³ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ [ , ]a b   Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

   
b

a

b

a

dxxgbfdxxgafdxxgxf




)()()()()()( :            (7.3) 

 Æñáù, ¹Çóáõù f -Á Ýí³½áÕ ¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙª 0)()(  bfxf : ²ÛÅÙ, (7.1) 

µ³Ý³Ó¨Á ·ñ»Éáí ( ) ( )f x f b  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ, Ïëï³Ý³Ýù 

    


a

b

a

dxxgbfafdxxgbfxf )()()()()()(  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñï»ÕÇó ¿É ³ñï³ÍíáõÙ ¿ (7.3)-Á: 
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¢8. öàöàÊ²Î²ÜÆ öàÊ²ðÆÜàôØ ºì Ø²êºðàì ÆÜîº¶ðàôØ 
 
 1. öá÷áË³Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝáõÙ:  

 Â»áñ»Ù 8.1: ¸Çóáõùª 1) )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  

Ñ³ïí³ÍáõÙ, 2) )(t -Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ],[   Ñ³ïí³ÍáõÙ, 

ÁÝ¹ áñáõÙ,  -Ç ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¹áõñë ã»Ý ·³ÉÇë ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇó, 3) 

a)( , b)( : ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

    




 dtttfdxxf
b

a

)())(()( :             (8.1) 

 ► ²å³óáõÛóÁ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ÜÛáõïáÝ - È³ÛµÝÇóÇ µ³Ý³Ó¨Çó: 

Æñáù, »Ã» F -Á f -Ç Ý³ËÝ³Ï³Ý ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³Û¹ ¹»åùáõÙ 

))(( tF  -Ý ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ )())(( ttf   -Ç Ý³ËÝ³Ï³Ý ],[   Ñ³ïí³ÍáõÙ:  

 Ð»ï¨³µ³ñª  

 ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )
b

a

f x dx F b F a F F f t t dt




            :  

 úñÇÝ³Ï: Î³ï³ñ»Éáí tax sin , 
2

0 
 t  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 

÷áË³ñÇÝáõÙÁ, Ïëï³Ý³Ýùª 

  
42

2sin
2

cos
22/

0

22/

0

22

0

22 attatdtadxxa
a 









   : 

 2. Ø³ë»ñáí ÇÝï»·ñáõÙ:  
 Â»áñ»Ù 8.2: ºÃ» u  ¨ v  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý 

],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³ 

    
b

a

b

a

b

a

vduuvudv :     (8.2) 

 ► ø³ÝÇ áñ vduduvudv  , ³å³ 

                                                
 î»°ë  IV, 4, 3: 
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    
b

a

b

a

b

a

vduduvudv :                                   (8.3) 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ÜÛáõïáÝ - È³ÛµÝÇóÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ`  

b

a

b

a

b

a

uvdxuvduv   )( : 

 ²Ûë ÇÝï»·ñ³ÉÇ ³ñÅ»ùÁ ï»Õ³¹ñ»Éáí (8.3)-Ç Ù»ç, Ïëï³Ý³Ýù (8.2)-Á:  

 úñÇÝ³Ï: 

  

:)sin1(sin)1(cossin)1(

sincos)cos(sinsin

2/

0

22
2/

0

22

2/

0

1
2/

0

1
2/

0


















dxxxmxdxxm

xxxxdxdxJ

mm

mmm
m

 

 ²Ûëï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù` 

   2)1(  mm JmmJ ;  2
1




 mm J

m
mJ : 

 ²ÛÅÙ, ÏÇñ³é»Éáí Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³, ëï³ÝáõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³É 
µ³Ý³Ó¨»ñÁ. 

  
224)...12(2

13)...32)(12(sin
2/

0

2
2







  nn

nnxdxJ n
n ,                    (8.4) 

  
13)12)(12(

24)22(2sin
2/

0

12
12 


  






nn
nnxdxJ n

n



:                    (8.5) 

 3. ì³ÉÇëÇ µ³Ý³Ó¨Á: Üß³Ý³Ï»Ýù` 
(2 )!! 2 4 2n n   ;  13)12)(12(!)!12(  nnn : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ (8.4) ¨ (8.5) µ³Ý³Ó¨»ñÁ ÏÁÝ¹áõÝ»Ý Ñ»ï¨Û³É ï»ëù»ñÁ. 

  
/ 2

2

0

(2 1)!!sin
(2 )!! 2

n nxdx
n

 
  ;  

/ 2
2 1

0

(2 )!!sin
(2 1)!!

n nxdx
n


 

 :         (8.6) 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, ÇÝï»·ñ»Éáí xxx nnn 12212 sinsinsin   , 
2

0 
 x   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, Ïëï³Ý³Ýù` 
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  
2/

0

12
2/

0

2
2/

0

12 sinsinsin


xdxxdxxdx nnn , 

áñÇó ¿É, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí (8.6) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, Ïëï³Ý³Ýù` 

(2 )!! (2 1)!! (2 2)!!
(2 1)!! (2 )!! 2 (2 1)!!

n n n
n n n

 
  

 
: 

 êï³óí³Í ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý µáÉáñ ÏáÕÙ»ñÁ µ³Å³Ý»Ýù 
2


-Ç 

·áñÍ³ÏóÇ íñ³ ¨ Ïëï³Ý³Ýù` 
2 2

(2 )!! 1 (2 )!! 1: :
(2 1)!! 2 1 2 (2 1)!! 2n n

n na b
n n n n

   
             

: 

 ø³ÝÇ áñ  
2

(2 )!! 1 1 0
(2 1)!! (2 1)2 2 2n n

nb a
n n n n

 
        

, 

áõëïÇ 
2


nb  ¨ 
2


na : ²ÛëÇÝùÝ, ëï³ÝáõÙ »Ýù   

2
(2 )!! 1lim

2 (2 1)!! 2 1n

n
n n




 
    

 

ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³éÝãáõÃÛáõÝÁ, áñÝ ¿É ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ì³ÉÇëÇ µ³Ý³Ó¨: 
 4. Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Ç ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ: 

 Â»áñ»Ù 8.3: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ],[ 0 xx  Ñ³ïí³ÍáõÙ áõÝÇ ÙÇÝã¨ )1( n -

ñ¹ Ï³ñ·Ç ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ, ³å³ ×ßÙ³ñÇï ¿ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨Á. 

  20 0
0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ...
1! 2!

f x f xf x f x x x x x
 

           

0

( )
( 1)0

0
( ) 1( ) ( )( ) :
! !

xn
n n n

x

f x x x f t x t dt
n n

                                 (8.7) 

 ►  ÜÛáõïáÝ - È³ÛµÝÇóÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` 
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,))(()()(

)()()()()(

0

00

0











x

x

x

xt

x

x

x

x

dttxtftxtf

txdtfdttfxfxf

o

 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿, 

   
x

x

dttxtfxxxfxfxf
0

))(())(()()( 000 : 

 ²ÛëÇÝùÝ` 1n  ¹»åùáõÙ (8.7) µ³Ý³Ó¨Á ×Çßï ¿: ²ÛÝáõÑ»ï¨ ÏÇñ³é»Ýù 
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VI ¶ÈàôÊ 
 

ÆÜîº¶ð²ÈÆ ºðÎð²â²ö²Î²Ü ÎÆð²èàôÂÚàôÜÜºðÀ 
 

¢1. Ð²ðÂ ä²îÎºðÆ Ø²Îºðºê 
 
 1. ø³é³Ïáõë»ÉÇ å³ïÏ»ñÝ»ñ: Ð³ñÃáõÃÛ³Ý µáÉáñ Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 

ÏÝß³Ý³Ï»Ýù 2R -áí: 2RM   Ï»ïÇ   - ßñç³Ï³Ûù ³ë»Éáíª ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù 

M  Ï»ÝïñáÝáí ¨   ß³é³íÕáí µ³ó ßñç³ÝÁ: 

 ¸Çóáõù E -Ý 2R -Ç áñ¨¿ »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿: EM   Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ 
³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ý»ñùÇÝ Ï»ï, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, 

áñ M  Ï»ïÇ   - ßñç³Ï³ÛùÇ µáÉáñ Ï»ï»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý E  µ³½Ùáõ-

ÃÛ³ÝÁ: 

 EM   Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³ñï³ùÇÝ Ï»ï, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ M  Ï»ïÇ   - ßñç³Ï³ÛùÁ E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

Ï»ï ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ (Ï³Ùª M -Á E -Ç Éñ³óÙ³Ý Ý»ñùÇÝ Ï»ï ¿): 

 M  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý »½ñ³ÛÇÝ Ï»ï, »Ã» M  Ï»ïÇ 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ßñç³Ï³Ûù å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ Ã»' E  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ å³ïÏ³ÝáÕ 

Ï»ï, ¨ Ã»' E  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ ãå³ïÏ³ÝáÕ Ï»ï: 

 E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý »½ñ³ÛÇÝ Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ E  
µ³½ÙáõÃÛ³Ý »½ñ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ E  ëÇÙíáÉáí: 

 E  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ßñç³Ý, 

áñÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ E -Ç µáÉáñ Ï»ï»ñÁ: 
 Ð³ñÃ å³ïÏ»ñ ³ë»Éáíª ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝ, áñÇ 
Ý»ñùÇÝ Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¹³ï³ñÏ ã¿: 
 ä³ñ½ å³ïÏ»ñ Ï³Ù µ³½Ù³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ å³ïÏ»ñ ÏáãíáõÙ »Ý ³ÛÝåÇëÇ 
å³ïÏ»ñÝ»ñÁ, áñáÝù ëï³óíáõÙ »Ý í»ñç³íáñ Ãíáí »é³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ 
ÙÇ³íáñáõÙÇó: ²Û¹åÇëÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÁ Ù»Ýù Ý³¨ Ï³Ýí³Ý»Ýù µ³½Ù³Ý-
ÏÛáõÝÝ»ñ (ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óí³Í ÇÙ³ëïáí) ¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù )(A , )(B , ... ëÇÙíáÉ-

Ý»ñáí, ÇëÏ Ýñ³Ýó Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÁ` Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ A , B , ... 
(³é³Ýó ÷³Ï³·Í»ñÇ) ëÇÙíáÉÝ»ñáí: 
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 ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ñ³ñÃ å³ïÏ»ñ` )(P , ¹Çï³ñÏ»Ýù ³Û¹ 

å³ïÏ»ñÇ Ù»ç ÁÝ¹·ñÏí³Í µáÉáñ )(A  µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ ¨ ³Û¹ å³ïÏ»ñÁ 

ÁÝ¹·ñÏáÕ µáÉáñ )(B  µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ: 

 ø³ÝÇ áñ )()( BA  , ³å³ BA  : 

Ð»ï¨³µ³ñ, }{A  Ãí³ÛÇÝ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ B  
Ãíáí: Üß³Ý³Ï»Ýù 

}sup{* AP  , }inf{* BP  : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ B  ÃÇí 

Ïµ³í³ñ³ñÇ BP *  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ, 

Ñ»ï¨³µ³ñ,  

 BPPA  *
* :                          (1.1) 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: )(P  å³ïÏ»ñÁ ÏáãíáõÙ ¿ ù³é³Ïáõë»ÉÇ, »Ã» *
* PP  : ºñµ 

å³ïÏ»ñÁ ù³é³Ïáõë»ÉÇ ¿, ³Û¹ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³ñÅ»ùÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù P -áí ¨ 
Ï³Ýí³Ý»Ýù )(P  å³ïÏ»ñÇ Ù³Ï»ñ»ë: 

 ø³é³Ïáõë»ÉÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý Ý³¨ Äáñ¹³ÝÇ ÇÙ³ëïáí 
ã³÷»ÉÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ P -Ý ÏáãíáõÙ ¿ )(P  å³ïÏ»ñÇ 

Äáñ¹³ÝÇ ã³÷, ÇëÏ *P -Á ¨ *P -Á` Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ Ý»ñùÇÝ ¨ 

³ñï³ùÇÝ ã³÷»ñ, áñáÝù Ù»½ ÑÇß»óÝáõÙ »Ý ¸³ñµáõÇ ëïáñÇÝ ¨ í»ñÇÝ 
ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÁ: 
 2. Îáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ:  
 ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ 

 ( ) 0, ,f x x a b  : ¸Çï³ñÏ»Ýù 

)(P  Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÁ, áñÁ í»ñ¨Çó 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í ¿ ( )y f x  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏáí, ÏáÕù»ñÇó` 
ax   ¨ bx   áõÕÇÕÝ»ñáí, ÇëÏ  
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Ý»ñù¨Çó` ³µëóÇëÝ»ñÇ ³é³Ýóùáí: 
 ²å³óáõó»Ýù, áñ ³Û¹ Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÁ ù³é³Ïáõë»ÉÇ ¿ ¨  

    
b

a

f(x)dxP :              (1.2) 

 ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí í»ñóÝ»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñáÑáõÙ` 

bxxxa n  ...10 , ¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù ³Û¹ ïñáÑÙ³ÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ë-

Ë³ÝáÕ ¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ` 







1

0

n

i
ii xms , 






1

0

n

i
ii xMS , 

áñï»Õ im -Ý ¨ iM -Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÷áùñ³·áõÛÝ ¨ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÝ 

»Ý ],[ 1ii xx  Ñ³ïí³ÍáõÙ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ s -Á Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ )(P -Ç Ù»ç 

ÁÝ¹·ñÏí³Í µ³½Ù³ÝÏÛ³Ý Ù³Ï»ñ»ë (ï»'ë í»ñ¨Ç ·Í³·ÇñÁ), ÇëÏ S -Á` 

ÁÝ¹·ñÏáÕ: 
 Ð»ï¨³µ³ñª 

    SPPs  *
* :                                           (1.3) 

 ø³ÝÇ áñ f  ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿, ³å³  


b

a

f(x)dxI  

ÇÝï»·ñ³ÉÁ ÙÇ³Ï ÃÇíÝ ¿, áñÁ, ³ÝÏ³Ë ïñáÑÙ³Ý ÁÝïñáõÃÛáõÝÇó, 
µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ SIs   ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ: àëïÇ, (1.3)-Çó µËáõÙ 

¿, áñ IPP  *
* :ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ )(P  å³ïÏ»ñÁ ù³é³Ïáõë»ÉÇ ¿ ¨ 

Ýñ³ Ù³Ï»ñ»ëÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ I  ÇÝï»·ñ³ÉÇÝ: 
 3. ø³é³Ïáõë»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñ: 

 10. àñå»ë½Ç )(P  å³ïÏ»ñÁ ÉÇÝÇ ù³é³Ïáõë»ÉÇ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³Ý ( )A ¨ 

( )B  µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ )()()( BPA   ¨ 

 AB : 
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 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: Öß·ñÇï »½ñ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ( )A ¨ ( )B  µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 

( ) ( ) ( )A P B   

¨ µ³í³ñ³ñíáõÙ »Ý 

2*


 AP , 
2

* 
 PB              (1.4) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ø³ÝÇ áñ )(P  å³ïÏ»ñÁ ù³é³Ïáõë»ÉÇ ¿, ³å³ 

PPP  *
* : Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (1.4)-Á, Ïëï³Ý³Ýùª 

 APPBAB : 

 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÁ µËáõÙ ¿ (1.1) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó:  

 20. àñå»ë½Ç )(P  å³ïÏ»ñÁ ÉÇÝÇ ù³é³Ïáõë»ÉÇ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³Ý ( ) ( ) ( )n nA P B   µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 

   lim limn nn n
A B

 
 :                                      (1.5) 

 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: Ü³Ëáñ¹ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 1 n   ÃíÇ 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý )()()( nn BPA   µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, 

áñ  

n
AB nn

1
 , nn BPA  : 

 ²Ûëï»ÕÇó µËáõÙ ¿, áñ nA  ¨ nB  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ó·ïáõÙ »Ý 

ÙÇ¨ÝáõÛÝ P  ë³ÑÙ³ÝÇÝ: 

 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÁ µËáõÙ ¿ (1.1) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó:  

 ¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, áñ ³Ûë Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ù»ç )( nA  ¨ )( nB  

µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÷áË³ñÇÝ»É )( nQ  ¨ )( nR  Ï³Ù³Û³Ï³Ý 

ù³é³Ïáõë»ÉÇ å³ïÏ»ñÝ»ñáí:  
 ºññáñ¹ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ Ó¨³Ï»ñå»Éáõ Ñ³Ù³ñ ï³Ýù ½ñá Ù³Ï»ñ»ëÇ 
µ³½ÙáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ. 
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 Ï³ë»Ýù, áñ 2RE   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ½ñá Ù³Ï»ñ»ëÇ ¿ (Ï³Ù áõÝÇ 0 
Ù³Ï»ñ»ë), »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( )C  

µ³½Ù³ÝÏÛáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 
    )(CE    ¨  C : 

 30. àñå»ë½Ç )(P  å³ïÏ»ñÁ ÉÇÝÇ ù³é³Ïáõë»ÉÇ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ »½ñÝ áõÝ»Ý³ 0 - Ù³Ï»ñ»ë: 
 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: ²é³çÇÝ 

Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝª ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ( )A ¨ ( )B  µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñ, 

³ÛÝåÇëÇù, áñ )()()( BPA   ¨  AB : 

 ²ÛÅÙ, »Ã» )(B  µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÇó ¹»Ý ·ó»Ýù )(A  µ³½Ù³ÝÏÛ³Ý Ý»ñùÇÝ 

Ï»ï»ñÁ, Ïëï³Ý³Ýù ÙÇ )(C  µ³½Ù³ÝÏÛáõÝ, áñÁ Ïå³ñáõÝ³ÏÇ )(P -Ç »½ñÁ ¨ 

áñÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ ÏÉÇÝÇª  AB : ²ÛëÇÝùÝ` )(P -Ç »½ñÁ ½ñá Ù³Ï»ñ»ëÇ ¿:  

 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ*: ºÃ» )(P -Ç »½ñÁ ½ñá Ù³Ï»ñ»ëÇ ¿, ³å³ 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ )(C  µ³½Ù³ÝÏÛáõÝ, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ( ) ( )C P   ¨ C : 

 ²ÛÅÙ, áñå»ë )(A  Ïí»ñóÝ»Ýù )(P -Ç ³ÛÝ Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù 

)(C -ÇÝ ã»Ý å³ïÏ³ÝáõÙ (÷áùñ  -Ç ¹»åùáõÙ ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¹³ï³ñÏ 

ãÇ ÉÇÝÇ), ÇëÏ áñå»ë ( )B  Ïí»ñóÝ»Ýù ( ) ( )A C -Ý: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

 CAB , 

¨ Ïû·ïí»Ýù 10 Ñ³Ûï³ÝÇßÇó:  

 4. Ø³Ï»ñ»ëÇ ³¹ÇïÇíáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù )( 1P  ¨ )( 2P  ù³é³Ïáõë»ÉÇ 

å³ïÏ»ñÝ»ñÝ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ý»ñùÇÝ Ï»ï ãáõÝ»Ý: ²å³óáõó»Ýù, áñ ³Û¹ 

¹»åùáõÙ )()()( 21 PPP   ÙÇ³íáñáõÙÁ ¨ë ÏÉÇÝÇ ù³é³Ïáõë»ÉÇ ¨ 

    21 PPP  :              (1.5) 

                                                
* ²Ûë ³å³óáõÛóÁ ÝÏ³ñ³·ñ³Ï³Ý µÝáõÛÃ áõÝÇ: Öß·ñÇï ³å³óáõÛóÁ ï»'ë ÏñÏÝ³ÏÇ 
ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÇ ·ÉËáõÙ: 
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 Æñáù, ù³ÝÇ áñ 21 PPP  , ÇëÏ 1P  ¨ 2P  »½ñ»ñÁ 0 - Ù³Ï»ñ»ëÇ »Ý, 

³å³ Ã»' 21 PP   ÙÇ³íáñáõÙÁ, ¨ Ã»' Ýñ³ P  »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ  ÏÉÇÝ»Ý 

0 - Ù³Ï»ñ»ëÇ: Ð»ï¨³µ³ñ, )(P -Ý ù³é³Ïáõë»ÉÇ ¿:  

 ØÝáõÙ ¿ ³å³óáõó»É (1.5) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí 

¹Çï³ñÏ»Ýù )()()( 111 BPA   ¨ )()()( 222 BPA   µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ: 

ø³ÝÇ áñ )( 1A -Á ¨ )( 2A -Á ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ý»ñùÇÝ Ï»ï ãáõÝ»Ý, ³å³ 

)()()( 21 AAA   ÙÇ³íáñáõÙÝ ÁÝ¹·ñÏí³Í ¿ )(P -Ç Ù»ç ¨ 21 AAA  , 

ÇëÏ )()()( 21 BBB   µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÁ ÁÝ¹·ñÏáõÙ ¿ )(P -Ý ¨ 21 BBB  :  

 Ð»ï¨³µ³ñ,  

2121 BBBPAAA  , 

212121 BBPPAA  : 

 ø³ÝÇ áñ 21 BB   ¨ 21 AA   Ãí»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù 

Ï³Ù³Û³å»ë ÷áùñ ¹³ñÓÝ»É, ³å³ Ýñ³Ýó ÙÇç¨ ÁÝÏ³Í P  ¨ 21 PP   Ãí»ñÁ 

Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý: äÝ¹áõÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿: 

 ¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, áñ ³Ûë Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ù»ç )( 1P -Ç ¨ )( 2P -Ç 

ù³é³Ïáõë»ÉÇáõÃÛ³Ý ÷áË³ñ»Ý Ï³ñ»ÉÇ ¿ å³Ñ³Ýç»É )(P -Ç ¨ )( 1P -Ç 

ù³é³Ïáõë»ÉÇáõÃÛáõÝÁ (»Ã» )( 2P -Á )( 1P -Ç Ñ»ï ãáõÝÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ý»ñùÇÝ 

Ï»ï): 
 ºÃ» Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÁ Ã»' í»ñ¨Çó, Ã»' Ý»ñù¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í ¿ 
Ïáñ»ñáí, áñáÝó Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÝ »Ýª 

)(1 xfy   ¨ )(2 xfy  , bxa  , ³å³ 

³ÛÝ ¹Çï³ñÏ»Éáí áñå»ë ABFE  ¨ 
ABDC  å³ïÏ»ñÝ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ, 

Ýñ³ Ù³Ï»ñ»ëÇ Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýù 

  
b

a

dxxfxfP )()( 12  

µ³Ý³Ó¨Á: 
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 5. Ø³Ï»ñ»ëÇ ³ñï³Ñ³ÛïáõÙÁ µ¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñáí: 
  ¸Çï³ñÏ»Ýù AOB  Ïáñ³·ÇÍ 
ë»ÏïáñÁ, áñÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í ¿ 

 ¨ OB  ß³é³íÇÕ í»ÏïáñÝ»ñáí ¨ 
AB  Ïáñáí, áñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ 

ïñí³Í ¿ µ¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ 
ÙÇçáóáí` 

)(gr  ,    , 

áñï»Õ )(g -Ý ¹ñ³Ï³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 

ýáõÝÏóÇ³ ¿: 
 ì»ñóÝ»Ýù ],[   Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñáÑáõÙ` 

  n...10  ¨ ï³Ý»Ýù i  ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 

ß³é³íÇÕ í»ÏïáñÝ»ñÁ: Üß³Ý³Ï»Ýù` )(min
],[ 1




gm
ii

i


  ¨ )(sup
],[ 1




gM
ii

i


 :  

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, Ñ³ßí»Ýù 1i i i      µ³óí³Íùáí Ï»ÝïñáÝ³Ï³Ý 

³ÝÏÛ³Ý im  ¨ iM  ß³é³íÇÕÝ»ñáí ßñç³Ý³ÛÇÝ ë»ÏïáñÝ»ñÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÁ 

(³ÝÏÛáõÝÁ ã³÷íáõÙ ¿ é³¹Ç³ÝÝ»ñáí)` 

iim 2

2
1

, iiM 2

2
1

: 

 Ð»ï¨³µ³ñ, 





1

0

2

2
1 n

i
iims   ·áõÙ³ñÝ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ ïñí³Í 

å³ïÏ»ñÇ Ù»ç ÁÝ¹·ñÏí³Í ù³é³Ïáõë»ÉÇ å³ïÏ»ñÇ Ù³Ï»ñ»ë, ÇëÏ 







1

0

2

2
1 n

i
iiMS  -Ý` ÁÝ¹·ñÏáÕ: 

 Ð»ï¨³µ³ñ,  

    SPPs  *
* :                                      (1.6) 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, s -Á ¨ S -Á  2)(
2
1 g  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¸³ñµáõÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÝ 

»Ý`  

   SIs  ,  




 dgI 2)(
2
1

,           (1.7) 

OA
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Ñ»ï¨³µ³ñ, I -Ý ÙÇ³Ï ÃÇíÝ ¿, áñ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (1.7)-ÇÝ: 
 (1.6)-Çó µËáõÙ ¿, áñ ïñí³Í Ïáñ³·ÇÍ ë»ÏïáñÁ ù³é³Ïáõë»ÉÇ ¿, ¨ Ýñ³ 
Ù³Ï»ñ»ëÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¿ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨Á. 

    




 dgP 2)(
2
1

:                    (1.8) 

 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ:  

 ³) ¸Çï³ñÏ»Ýù 12

2

2

2


b
y

a
x

 

¿ÉÇåëÁ ¨ Ýñ³ íñ³ 0 0( , )M x y  Ï»ïÁ: 

Ð³ßí»Ýù BOKM  Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÇ ¨ 

OMB  ¿ÉÇåïÇÏ ë»ÏïáñÇ Ù³Ï»ñ»ë-

Ý»ñÁ: BM  ÏáñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¿` 22 xa
a
by  , Ñ»ï¨³µ³ñ` 

02
2 2 2 2

0 0

0 0 0

arcsin
2 2

arcsin :
2 2

xx

BOKM
b b x a xP S a x dx a x
a a a

x x yab
a

 
       

 

 


 

 ø³ÝÇ áñ í»ñçÇÝ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ OKM  »é³ÝÏÛ³Ý Ù³Ï»ñ»ëÝ ¿, ³å³ 

OMB  ë»ÏïáñÇ Ù³Ï»ñ»ëÇ Ñ³Ù³ñ ëï³ÝáõÙ »Ýù  

   0
1 arcsin

2OMB
xabP S
a

  : 

 î»Õ³¹ñ»Éáí ax  ª Ïëï³Ý³Ýù, áñ ù³éáñ¹ ¿ÉÇåëÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ Ñ³í³ë³ñ 

¿ 
4
ab

, Ñ»ï¨³µ³ñ, ³ÙµáÕç ¿ÉÇåëÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ ÏÉÇÝÇª ab : 

 Þñç³ÝÇ ¹»åùáõÙª rba  , 2rP  : 
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 µ) Ð³ßí»Ýù ²ñùÇÙ»¹Ç ·³É³ñ³·ÍÇ` ar   ÏáñÇ, Ù»Ï ·³É³ñáí 
ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í å³ïÏ»ñÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ: 
 (1.8) µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, áõÝ»Ýùª  

23
2

0

3
22

0

22

3
4

62
1 aadaP 



  : 

 ·) Ð³ßí»Ýù É»ÙÝÇëÏ³ïáí ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï-
í³Í å³ïÏ»ñÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ. 
 

   )(2 222222 yxayx  , 

 2cos2 22 ar  , 

 










sin
cos

ry
rx

, 

 

2
2cos2cos2

2
1 24/

0

2
4/

0

2 adadaD  


 , 224 aDP  : 

 ¹) ¸Çóáõù Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÇ Ù»ç ÏáñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ïñí³Í ¿ 
å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ï»ëùáí` 








)(
)(
ty
tx




, 
],[, 0

0

TtC
Ttt





: 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ, Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÇ Ù³Ï»ñ»ëÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 
÷áË³ñÇÝáõÙ Ï³ï³ñ»Éáí, Ïëï³Ý³Ýùª 

    
T

t

b

a

b

a

dtttydxdxxfP
0

)()()(  : 

 àñå»ë ûñÇÝ³Ïª Ñ³ßí»Ýù )sin( ttax  , (1 cos )y a t   óÇÏÉáÇ¹áí 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í Ù»Ï óÇÏÉÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ.   
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2
2

0

2
2

0

22 32sin
4
1sin2

2
3)cos1( atttadttaP 









   : 

 
¢2. Ø²ðØÆÜÜºðÆ Ì²ì²ÈÜºðÀ 

 
   1. Êáñ³Ý³ñ¹»ÉÇ Ù³ñÙÇÝÝ»ñ: ºé³ã³÷ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µáÉáñ Ï»ï»ñÇ 

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù 3R -áí: 3RM   Ï»ïÇ  -ßñç³Ï³Ûù ³ë»Éáíª 

ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù M  Ï»ÝïñáÝáí ¨   ß³é³íÕáí µ³ó ·áõÝ¹Á: 

 ºé³ã³÷ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ý»ñùÇÝ Ï»ï, ³ñï³ùÇÝ Ï»ï, 
»½ñ³ÛÇÝ Ï»ï ¨ »½ñ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ×Çßï ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý 
¹»åùáõÙ: 

 3RE   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

·áõÝ¹, áñÝ ÁÝ¹·ñÏáõÙ ¿ E -Ý: 
 ºé³ã³÷ Ù³ñÙÇÝ (Ï³Ù áõÕÕ³ÏÇª Ù³ñÙÇÝ) ³ë»Éáíª ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù 
ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝ, áñÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¹³ï³ñÏ 
ã¿: 
  ä³ñ½ Ù³ñÙÇÝ Ï³Ù µ³½Ù³ÝÇëï ÏáãíáõÙ »Ý ³ÛÝ Ù³ñÙÇÝÝ»ñÁ, áñáÝù 
ëï³óíáõÙ »Ý í»ñç³íáñ Ãíáí »é³ÝÏÛ³Ý µáõñ·»ñÇ ÙÇ³íáñáõÙÇó: 

 ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý )(V  Ù³ñÙÇÝ: ¸Çï³ñÏ»Ýù ³Û¹ Ù³ñÙÝÇ 

Ù»ç ÁÝ¹·ñÏí³Í µáÉáñ )(X  µ³½Ù³ÝÇëï»ñÁ ¨ ³Û¹ Ù³ñÙÇÝÁ ÁÝ¹·ñÏáÕ 

µáÉáñ )(Y  µ³½Ù³ÝÇëï»ñÁ: ¸ñ³Ýó Í³í³ÉÝ»ñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ÝáõÛÝ ï³éáíª 

³é³Ýó ÷³Ï³·ÍÇ: Üß³Ý³Ï»Ýùª }sup{* XV  , }inf{* YV  : 

 àõÝ»Ýùª  

YVVX  *
* :                            (2.1) 

 ºÃ» *
* VV  , ³å³ )(V  Ù³ñÙÇÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ëáñ³Ý³ñ¹»ÉÇ:  *

* VV   

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³ñÅ»ùÁ ÏáãíáõÙ ¿ )(V  Ù³ñÙÝÇ Í³í³É ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ V  

ï³éáí: 
 ²Ûëï»Õ ×ßÙ³ñÇï »Ý Ëáñ³Ý³ñ¹»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÁ 
(¹ñ³Ýó ³å³óáõÛóÝ»ñÁ ÝÙ³Ý »Ý §Ñ³ñÃ ¹»åùÇÝ¦). 
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 10. àñå»ë½Ç )(V  Ù³ñÙÇÝÁ ÉÇÝÇ Ëáñ³Ý³ñ¹»ÉÇ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³Ý )(X  ¨ 

)(Y  µ³½Ù³ÝÇëï»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 

)()()( YVX  ,  XY : 

 20. àñå»ë½Ç )(V  Ù³ñÙÇÝÁ ÉÇÝÇ Ëáñ³Ý³ñ¹»ÉÇ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³Ý )()()( nn YVX   µ³½Ù³ÝÇëï»ñÇ 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  

lim limn nn n
X Y V

 
   

(Ï³Ù ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³Ý Ëáñ³Ý³ñ¹»ÉÇ Ù³ñÙÇÝÝ»ñÇ )( nT  ¨ )( nU  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 

   )()()( nn UVT  ; lim limn nn n
T U V

 
  ): 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ:  Î³ë»Ýù, áñ 3E R  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ½ñá Í³í³ÉÇ ¿ 
(Ï³Ù áõÝÇ 0 Í³í³É), »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

( )Z  µ³½Ù³ÝÇëï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

    ( )E Z   ¨  Z  : 

 30. àñå»ë½Ç )(V  Ù³ñÙÇÝÁ ÉÇÝÇ Ëáñ³Ý³ñ¹»ÉÇ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ »½ñÁ ÉÇÝÇ ½ñá Í³í³ÉÇ: 
 ºé³ã³÷ Ù³ñÙÝÇ Í³í³ÉÁ ÝáõÛÝå»ë ûÅïí³Í ¿ ³¹ÇïÇíáõÃÛ³Ý 
Ñ³ïÏáõÃÛ³Ùµ: 
 2. ¶É³ÝÇ Í³í³ÉÁ:  
 Â»áñ»Ù 2.1: ø³é³Ïáõë»ÉÇ ÑÇÙùáí áõÕÇÕ ·É³ÝÁ Ëáñ³Ý³ñ¹»ÉÇ ¿ ¨ Ýñ³ 
Í³í³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ÑÇÙùÇ Ù³Ï»ñ»ëÇ ¨ µ³ñÓñáõÃÛ³Ý ³ñï³¹ñÛ³ÉÇÝ: 
 ► Æñáù, ·É³ÝÇ ÑÇÙùÁ ÃáÕ ÉÇÝÇ )(P  ù³é³Ïáõë»ÉÇ å³ïÏ»ñÁ, ÇëÏ 

µ³ñÓñáõÃÛáõÝÁ` H : ì»ñóÝ»Ýù )()()( nn BPA   µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³-

çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 
lim limn nn n

A B P
 

  : 

 Î³éáõó»Ýù )( nX  ¨ )( nY  áõÕÇÕ åñÇ½Ù³Ý»ñ, áñáÝó ÑÇÙù»ñÝ »Ý )( nA -Á 

¨ )( nB -Á, ¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇ µ³ñÓñáõÃÛáõÝÝ ¿` H : 
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 ²Û¹ ¹»åùáõÙ )( nX  åñÇ½Ù³Ý»ñÁ ÏÁÝ¹·ñÏí»Ý ·É³ÝÇ Ù»ç, )( nY -»ñÁ 

ÏÁÝ¹·ñÏ»Ý ·É³ÝÁ ¨ 

HAX nn  ,  HBY nn  , 

áñáÝù Ó·ïáõÙ »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ PH  ë³ÑÙ³ÝÇÝ: 
 Êáñ³Ý³ñ¹»ÉÇáõÃÛ³Ý 20 Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·É³ÝÁ ÏÉÇÝÇ 

Ëáñ³Ý³ñ¹»ÉÇ ¨ Ýñ³ Í³í³ÉÁ ÏÉÇÝÇ PH -Á:  

 3. Ì³í³ÉÇ ³ñï³Ñ³ÛïáõÙÝ ÇÝï»·ñ³Éáí: ¸Çóáõù )(V  Ù³ñÙÇÝÝ ÁÝÏ³Í 

¿ ax   ¨ bx   Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇç¨: ¸Çï³ñÏ»Ýù )(V  Ù³ñÙÝÇ 

Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ ³µëóÇëÝ»ñÇ ³é³ÝóùÇÝ áõÕÕ³Ñ³Û³ó µáÉáñ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ-
Ý»ñáí: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ ³Û¹ µáÉáñ Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ ù³é³Ïáõë»ÉÇ »Ý ¨ ³µëóÇëÇ 

x  ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ñ³ïáõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ  )(xP -Ý ¿: Î»Ý-

Ã³¹ñ»Ýù, áñ )(xP -Á ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

 ´³óÇ ¹ñ³ÝÇó, Ï»ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ »Ã» ³Û¹ Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ åñáÛ»Ïï»Ýù 
³µëóÇëÝ»ñÇ ³é³ÝóùÇÝ áõÕÕ³Ñ³Û³ó áñ¨¿ 
Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³, ³å³ Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ñÏáõ 
åñáÛ»ÏóÇ³Ý»ñÇó Ù»ÏÁ ÁÝÏ³Í ÏÉÇÝÇ ÙÛáõëÇ Ù»ç 
(Ù³ëÝ³ÏÇ Ñ³ïí»É Ï³Ù Ù»ÏÁ ÙÛáõëÇó ¹áõñë ÁÝÏ³Í 
ÉÇÝ»É ã»Ý Ï³ñáÕ):  

 ²å³óáõó»Ýù, áñ Ýßí³Í å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ )(V  Ù³ñÙÇÝÁ Ëáñ³-

Ý³ñ¹»ÉÇ ¿ ¨ 

( ) :
b

a

V P x dx I  :                       (2.2) 

 ì»ñóÝ»Ýù ],[ ba  Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñáÑáõÙ` 

bxxxa n  ...10  ¨ ixx  , ni ,...,1,0  Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñáí )(V  

Ù³ñÙÇÝÁ ïñáÑ»Ýù ß»ñï»ñÇ` )( iV , 1,...,1,0  ni  ( )( iV -Ý )(V  Ù³ñÙÝÇ 

³ÛÝ Ù³ëÝ ¿, áñÝ ÁÝÏ³Í ¿ ixx   ¨ 1 ixx  Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇç¨): 

 ],[ 1ii xx  Ñ³ïí³ÍáõÙ )(xP  ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ im  

÷áùñ³·áõÛÝ ¨ iM  Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: ºÃ» ³Û¹ Ñ³ïí³ÍÇ µáÉáñ 
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Ï»ï»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ åñáÛ»Ïï»Ýù ixx   Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý 

íñ³, ³å³ Ýñ³Ýù µáÉáñÁ ÁÝÏ³Í ÏÉÇÝ»Ý iM  ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 

)( iM  Ñ³ïáõÛÃÇ Ù»ç, ¨ µáÉáñÁ ÏÁÝ¹·ñÏ»Ý im  ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 

)( im  Ñ³ïáõÛÃÁ: )( im  ¨ )( iM  ÑÇÙù»ñÇ íñ³ Ï³éáõó»Ýù ix  

µ³ñÓñáõÃÛ³Ùµ áõÕÇÕ ·É³ÝÝ»ñ` )( iT  ¨ )( iU , áñï»Õ )()()( iii UVT  : 

¸ñ³Ýó Í³í³ÉÝ»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ÏÉÇÝ»Ýª ii xm   ¨ ii xM  : 

 ²ÛÅÙ Ýß³Ý³Ï»Ýù  


1

0

)()(





n

i
iTT , 

1

0

)()(





n

i
iUU : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

)()()( UVT  , 





1

0

n

i
ii xmT , 






1

0

n

i
ii xMU : 

 ´³óÇ ¹ñ³ÝÇóª 

   SUVVTs  *
* :                               (2.3) 

 ø³ÝÇ áñ I -Ý ÙÇ³Ï ÃÇíÝ ¿, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ UIT   ³ÝÑ³í³ë³-

ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ, ³å³ (2.3)-Çó µËáõÙ ¿, áñ 

IVV  *
* , 

³ÛÝ, ÇÝã å»ïù ¿ñ ³å³óáõó»É: 

 úñÇÝ³Ï: Ð³ßí»Ýù 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

 ¿ÉÇåëáÇ¹áí ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í 

Ù³ñÙÝÇ (áñÇÝ ÝáõÛÝå»ë ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ ³Ýí³Ý»É ¿ÉÇåëáÇ¹) Í³í³ÉÁ: 
 ²Ûë ¹»åùáõÙ ³µëóÇëÇ x  ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ñ³ïáõÛÃÇ 
åñáÛ»ÏóÇ³ÛÇ ( yz  Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³) »½ñ³·ÍÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ÏÉÇÝÇ 

1
11 2

2
2

2

2

2
2

2

























a
xc

z

a
xb

y
,  

áñÁ 2

2

1
a
xbb  , 2

2

1
a
xcc   ÏÇë³³é³ÝóùÝ»ñáí ¿ÉÇåëÝ ¿: 
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 Ð»ï¨³µ³ñ,  









 2

2

1)(
a
xbccbxP  : 

 ²ÛÅÙ, (2.2) µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ÏáõÝ»Ý³Ýùª  

abcdxxa
a
bcV

a

a


3
4)( 22

2  


: 

 Ø³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ, »ñµ Rcba  , Ïëï³Ý³Ýù ·Ý¹Ç Í³í³ÉÁ`  

3

3
4 RV  : 

 4. äïïÙ³Ý Ù³ñÙÝÇ Í³í³ÉÁ: ¸Çóáõù f -Á ¹ñ³Ï³Ý ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 

ýáõÝÏóÇ³ ¿ ],[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ: ¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÝ Ù³ñÙÇÝÁ, áñÁ ëï³óíáõÙ 

¿ª åïï»Éáí )(xfy   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏáí ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í Ïáñ³·ÇÍ 

ë»Õ³ÝÁ ³µëóÇëÝ»ñÇ ³é³ÝóùÇ ßáõñçÁ: 

 ²Ûë ¹»åùáõÙ )()( 22 xfyxP   , bxa  : Ð»ï¨³µ³ñ,  

    
b

a

dxxfV )(2 : 

 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 ³) ÎáÝÇ Í³í³ÉÁ: ²Ûë ¹»åùáõÙª x
H
Ry  , Hx 0 : 

    HRdxx
H
RV

H
2

0

2
2

3
1 






  : 

 µ) Ð³ï³Í ÏáÝÇ Í³í³ÉÁ: ²Ûë ¹»åùáõÙª x
H

rRry 
 , Hx 0 : 

   )(
3

22

0

2

RrrRHdxx
H

rRrV
H







 

 
 : 
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¢3. ÎàðÆ ºðÎ²ðàôÂÚàôÜ 
 
 1. àõÕÕ»ÉÇ Ïáñ»ñ: 
 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: 

   







)(
)(
ty
tx




,   t                            (3.1) 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ½áõÛ·Á ÏáãíáõÙ ¿ Ïáñ (Ï³Ù Ñ³ñÃ Ïáñ):  

 Üß³Ý³Ï»Éáí  )(),()( ttt   , Ïëï³Ý³Ýù ÙÇ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ, áñÁ 

],[   Ñ³ïí³ÍÝ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¿ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç: 

ºñµ»ÙÝ, Ïáñ ³ë»Éáíª Ñ³ëÏ³ÝáõÙ »Ý ³Û¹ ³ñï³å³ïÏ»ñÙ³Ý ÁÝ¹áõÝ³Í 

³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿   ÏáñÇ ÏñÇã Ï³Ùª 

»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ïáñ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ (3.1) ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ½áõÛ·Á ÏáãíáõÙ ¿ 

³Û¹ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÏáñÇ å³ñ³Ù»ïñ³óáõÙ: Ð³ëÏ³Ý³ÉÇ ¿, áñ ÙÇ¨ÝáõÛÝ 

»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÏáñÁ ÏáõÝ»Ý³ ³ÝÃÇí µ³½ÙáõÃÛ³Ùµ å³ñ³Ù»ïñ³óáõÙÝ»ñ 

((3.1)-Ç Ù»ç ï»Õ³¹ñ»Éáí )(tt  , 21   ª Ïëï³Ý³Ýù ÙÇ¨ÝáõÛÝ 

»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÏáñÇ ÙÇ Ýáñ å³ñ³Ù»ïñ³óáõÙ):  

 ²ÛëåÇëáí, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ í»ñ¨áõÙ ïñí³Í ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý, Ïáñ ³ë»Éáíª Ù»Ýù 

ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù áã Ã» »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ïáñ, ³ÛÉ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 

½áõÛ· (³Û¹ ÏáñÇ ÙÇ áñáß³ÏÇ å³ñ³Ù»ïñ³óáõÙ): 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñ: ÎáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ å³ñ½, »Ã» 1 2t t  å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ 

¿, áñ 1 2( ) ( )t t   (ÏáñÁ ÇÝùÝ³Ñ³ïáõÙ ãáõÝÇ): 

 ÎáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÷³Ï, »Ã» )()(    (ÏáñÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñÁ 

Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý):  

 ºÃ» 1 2 1 2( ) ( ),t t t t    å³ÛÙ³ÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»å-

ùáõÙ, »ñµ 1t  ¨ 2t , ³å³ ÏáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ å³ñ½ ÷³Ï Ïáñ: 

 ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù ],[   Ñ³ïí³ÍÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñáÑáõÙ` 

  nttt ...10 , ¨ Ýß³Ý³Ï»Ýù  )(),( iii ttM  , ni ,...,1,0 : 
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²ÛÝáõÑ»ï¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù nMMMMP ...)( 210  µ»ÏÛ³ÉÁ ¨ Ýñ³ »ñÏ³ñáõ-

ÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù p -áí:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 
0

lim :p l


  í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ, áñï»Õ 

ini
t

 10
max , iii ttt  1 , ³å³ (3.1) ÏáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ áõÕÕ»ÉÇ ¨ l  ÃÇíÁ 

ÏáãíáõÙ ¿ ÏáñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝ: 
 2. ÎáñÇ »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý ³ñï³Ñ³ÛïáõÙÝ ÇÝï»·ñ³Éáí: 
 Â»áñ»Ù 3.1: ºÃ»   ¨   ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý , 
³å³ (3.1) ÏáñÝ áõÕÕ»ÉÇ ¿ ¨ 

      2 2( ) ( )l t t dt




    :             (3.2) 

 ► )(P  µ»ÏÛ³ÉÇ »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýùª  

     
1 1

2 2
1 1 1

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n

i i i i i i
i i

p M M t t t t   
 

  
 

      : 

 ²Ûëï»Õ ÏÇñ³é»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Áª Ïëï³Ý³Ýù 

      i

n

i
ii tp 





1

0

2*2 )()(  ,  ],[, 1
*

 iiii tt , 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñÇ ³ç ÏáÕÙÁ Ù»½ ÑÇß»óÝáõÙ ¿ (3.2) ÇÝï»·ñ³ÉÇ 
ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ·áõÙ³ñÁ` 

    i

n

i
ii t





1

0

22 )()(  : 

 ø³ÝÇ áñ, Áëï »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý, »ÝÃÇÝï»·ñ³É ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, 
³å³ l  , »ñµ 0  : Ø»½ ÙÝáõÙ ¿ ³å³óáõó»É, áñ 0p , »ñµ 

0  : 
 ú·ïí»Éáí Ñ»ï¨Û³É ï³ññ³Ï³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇóª 

bbbaba  1
222

1
2 , 

Ïëï³Ý³Ýùª 
1 1

*

0 0
( ) ( ) ( ) 0

n n

i i i i i
i i

p t t      
 

 

              0  , 

                                                
 Üßí³Í å³ÛÙ³ÝÇ ¹»åùáõÙ ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ ÏáñÝ ³Ýí³Ý»É áÕáñÏ:   
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áñï»Õ )( i -Á    ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï³ï³ÝáõÙÝ ¿ ],[ 1ii tt  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

ì»ñçÇÝ ³éÝãáõÃÛáõÝÁ µËáõÙ ¿ Ýñ³ÝÇó, áñ    ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý 

ÇÝï»·ñ»ÉÇ ¿:  

 ºñµ ÏáñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ïñí³Í ¿ µ³ó³Ñ³Ûï ï»ëùáí` )(xfy  , 

bxa  , ³Ûë ¹»åùáõÙ t  å³ñ³Ù»ïñÇ ¹»ñÁ Ï³ï³ñáõÙ ¿ x -Á: ²ÛëÇÝùÝ` 
(3.1) ½áõÛ·Á ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 

( )
x x
y f x
 

 
, bxa  : 

 Ð»ï¨³µ³ñ, ³Ûë Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ Ïëï³Ý³Ýùª 

    21 ( )
b

a

l f x dx  :                            (3.3) 

 ì»ñç³å»ë, »ñµ ÏáñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ïñí³Í ¿ µ¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ï-
Ý»ñÇ ÙÇçáóáí` 

)(gr  ,   , 

û·ï³·áñÍ»Éáí µ¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇó ¹»Ï³ñïÛ³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇÝ 
³ÝóÙ³Ý µ³Ý³Ó¨»ñÁ, Ïëï³Ý³Ýùª  

 cos)(cos grx  ,  sin)(sin gry  : 

 ²Ûë ¹»åùáõÙª 
   sin)(cos)( ggx  ,   cos)(sin)( ggy  : 

 î»Õ³¹ñ»Éáí (3.2) µ³Ý³Ó¨Ç Ù»çª Ïëï³Ý³Ýù 

      2 2( ) ( )l g g d




                (3.4) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
  
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ:  

 1) ¸Çï³ñÏ»Ýù 
p

xy
2

2

  å³ñ³µáÉÁ: 

ì»ñóÝ»Ýù x  ³µëóÇëÝ áõÝ»óáÕ M  Ï»ïÁ ¨ 

Ñ³ßí»Ýù �OM  ³Õ»ÕÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ:  

 (3.3) µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ïëï³Ý³Ýùª  
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�  2 2 2 2 2 2

0 0

2 2
2 2

1 ln
2 2

ln :
2 2

xx x pl OM p x dx x p x x p
p p

x x px px p
p p

        

 
  


 

 2) Ð³ßí»Ýù )sin( ttax  , )cos1( tay   ( 20  t ) 

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí ïñí³Í óÇÏÉáÇ¹Ç »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 (3.2) µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 

  
2 2

2 2

0 0

(1 cos ) sin 2 sin 8
2
tl a t tdt a dt a

 

      : 

 3) Ð³ßí»Ýù ar   ·³É³ñ³·ÍÇ 0 µ¨»éÇ ¨ M  Ï»ïÇ (  ³ÝÏÛ³ÝÁ 
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý) ÙÇç¨ ÁÝÏ³Í ³Õ»ÕÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 (3.4) µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 

 2 2 2

0

1 1 ln 1
2
al a d



                : 

 4) Ð³ßí»Ýù 12

2

2

2


b
y

a
x

 ¿ÉÇåëÇ 

( )a b  ÷áùñ ³é³ÝóùÇ í»ñÇÝ Í³Û-

ñ³Ï»ïÇó ÙÇÝã¨ ³é³çÇÝ ù³éáñ¹áõÙ 

ÁÝÏ³Í M  Ï»ïÝ ÁÝÏ³Í ³Õ»ÕÇ l  

»ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí ¹Çï³ñÏ»Ýù 
¿ÉÇåëÇ å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³-
ñáõÙÁ` 

tax sin , tby cos , 

áñï»Õ t -Ý M   (Ï³Ù M  ) Ï»ïÇ 

ß³é³íÇÕ í»ÏïáñÇª ûñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ³é³ÝóùÇ ¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõÃÛ³Ý Ñ»ï 
Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÝ ¿: ²Ûë ¹»åùáõÙ 

   
,sin1sin)(

sincos
222222

222222

tatbaa

tbtayx tt




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áñï»Õ 222 /)( aba   ¿ÉÇåëÇ ¿ùëó»ÝïñÇëÇï»ïÝ ¿: 

 î»Õ³¹ñ»Éáí (3.2) µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç, Ïëï³Ý³Ýù 

2 2

0

1 sinl a tdt


   

µ³Ý³Ó¨Á, áñï»Õ  –Ý OM   í»ÏïáñÇ Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÝ ¿ OY  ³é³ÝóùÇ 
¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõÃÛ³Ý Ñ»ï: ºñµ ba  , ³Ûë ÇÝï»·ñ³ÉÁ ï³ññ³Ï³Ý 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇçáóáí ãÇ ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ: ²ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ »ñÏñáñ¹ ë»éÇ 
¿ÉÇåïÇÏ ÇÝï»·ñ³É: 
 3. î³ñ³Í³Ï³Ý ÏáñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ: î³ñ³Í³Ï³Ý ÏáñÇ å³ñ³Ù»ïñ³-
óáõÙÁ ïñíáõÙ ¿ »ñ»ù ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇçáóáíª 













)(
)(
)(

tz
ty
tx





,   t : 

 ²Ûë ¹»åùáõÙ ÏáñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ÝáõÛÝ Ï»ñå, ÇÝã áñ 
Ñ³ñÃ ÏáñÇ ¹»åùáõÙ: î³ñ³Í³Ï³Ý áÕáñÏ ÏáñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³ßíáõÙ »Ý  
(3.2) µ³Ý³Ó¨Ç ³Ý³Éá·áí.  

     2 2 2( ) ( ) ( )l t t t dt




       : 

 ²Ûë µ³Ý³Ó¨Ý ³å³óáõó»ÉÇë û·ïíáõÙ »Ýù 

ccbbcbacba  11
2
1

2
1

2222  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó: 
 4. ÎáñÇ »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý »ñÏñáñ¹ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ³ñÃ ÏáñÇ 
¹»åùÁ. 

 







)(
)(
ty
tx
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 ¸Çï³ñÏ»Ýù ÏáñÇÝ Ý»ñ·Íí³Í µáÉáñ µ»ÏÛ³ÉÝ»ñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ 
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, ¨ ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù S -áí` 

sup{ }S p , 

 áñÁ Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É Ý³¨  : 
 ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2: ÎáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ áõÕÕ»ÉÇ, »Ã» S : ²Û¹ ¹»åùáõÙ S  ÃÇíÁ 

ÏáãíáõÙ ¿ ÏáñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝ: 
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 ²å³óáõó»Ýù, áñ ÏáñÇ »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù 
»Ý: ²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í, ³å³óáõó»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁ: 
 Â»áñ»Ù 3.2: àñå»ë½Ç ÏáñÁ ÉÇÝÇ áõÕÕ»ÉÇ Ý³ËÏÇÝ ÇÙ³ëïáí, 

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ }{p  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÉÇÝÇ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï, ÁÝ¹ 

áñáõÙ, sup{ }l p : 

 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ   nttt ...10  ïñáÑÙ³Ý 

Ï»ï»ñÇÝ Ýáñ Ï»ï»ñ ³í»É³óÝ»ÉÇë µ»ÏÛ³ÉÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ ¿ ÙÇ³ÛÝ 
Ù»Í³Ý³É: ÀÝ¹ áñáõÙ, »Ã» »Õ³Í Ï»ï»ñÇÝ ³í»É³óÝ»Ýù Ù»Ï ïñáÑÙ³Ý Ï»ï` 

),( 1 ii ttt , ³Û¹ ¹»åùáõÙ )(P  µ»ÏÛ³ÉÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ ÏÙ»Í³Ý³ 

³Ù»Ý³ß³ïÁ 

       2 2 2 2
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i it t t t t t t t                   

ã³÷áí, áñÁ ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ  )()(2  ii   Ù»ÍáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ 

)( i -Ý ¨ )( i -Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ   ¨   ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 

ï³ï³ÝáõÙÝ»ñÝ »Ý ],[ 1ii tt  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 

 Ð»ï¨³µ³ñ, »Ã» ÏáñÝ áõÕÕ»ÉÇ ¿ Ý³ËÏÇÝ ÇÙ³ëïáí, ³å³ Ý³Ë` p l , ¨ 

µ³óÇ ¹ñ³ÝÇó` sup{ }l p : 

 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ: àõÝ»Ýù`  Sp}sup{ : òáõÛó ï³Ýù, áñ 

Sp 
0

lim


: 

 ²å³óáõó»Ýù ¸³ñµáõÇ Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÇ ëË»Ù³Ûáí: ì»ñóÝ»Ýù 
Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí ¨, ¹ñ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý,  

mtttP  ...: 101   ïñáÑáõÙ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ 

21


 pS  

å³ÛÙ³ÝÁ ( 1p -Á Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý µ»ÏÛ³ÉÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ ¿): 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, ù³ÝÇ áñ   ¨   ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý, ³å³, 

Î³ÝïáñÇ Ã»áñ»ÙÇ Ñ»ï¨³ÝùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³Û¹ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  



¶ÉáõË VI. ÆÝï»·ñ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÝ»ñÁ 188 

mii 8
)(),(   : 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý P  ïñáÑáõÙ, áñÇ ïñ³Ù³·ÇÍÁ ÷áùñ ¿ ³Û¹ 

 -Çó, ¨ Ï³éáõó»Ýù 2P  ïñáÑáõÙ` 12 PPP  : ì»ñçÇÝÇë Ñ³Ù³å³ï³ë-

Ë³Ý µ»ÏÛ³ÉÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù` 2p : ²Û¹ ¹»åùáõÙ`  










 

2288
2122 mm

mpSpppSpS , 

áñáí ¿É ³í³ñïíáõÙ ¿ Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÁ:   
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VII ¶ÈàôÊ 
 

ØÆ ø²ÜÆ öàöàÊ²Î²ÜÆ üàôÜÎòÆ²ÜºðÆ 
 ²ÜÀÜ¸Ð²îàôÂÚàôÜÀ 

 

¢1. Ð²æàð¸²Î²ÜàôÂÚ²Ü ê²ÐØ²ÜÀ mR  î²ð²ÌàôÂÚàôÜàôØ 
 

 1. mR -Á áñå»ë ·Í³ÛÇÝ ÝáñÙ³íáñí³Í ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ:  

    mR R R R     

¹»Ï³ñïÛ³Ý ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ mx R  ï³ññ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ 
1( ,..., )mx x x  ï»ëùáí, áñï»Õ ix -Ý (1 i m  ) ÏáãíáõÙ ¿ x -Ç i -ñ¹ 

Ïááñ¹ÇÝ³ï: mR -Ç ï³ññ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý Ï»ï»ñ Ï³Ù í»ÏïáñÝ»ñ: 2m   

¹»åùáõÙ 1 2( , )x x  Ýß³Ý³ÏÙ³Ý ÷áË³ñ»Ý Ñ³×³Ë û·ï³·áñÍíáõÙ ¿ ( , )x y  

Ýß³Ý³ÏáõÙÁ, ÇëÏ 3m   ¹»åùáõÙ 1 2 3( , , )x x x -Ç ÷áË³ñ»Ý` ( , , )x y z -Á: 

 mR -Á ·Í³ÛÇÝ (í»Ïïáñ³Ï³Ý) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿, áñï»Õ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå` 

  1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )m m m mx x y y x y x y    , 

  1 1( ,..., ) ( ,..., )m mx x x x   ,   ( R  ) : 

 Üß³Ý³Ï»Ýù`  

1 2 2( ) ( )mx x x   , 

áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ x  í»ÏïáñÇ ÝáñÙ (µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ù Ï³Ù »ñÏ³ñáõÃÛáõÝ): 

 ¸Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ÝáñÙÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ` 

 ³) 0x  , ÁÝ¹ áñáõÙ, 0x   å³ÛÙ³ÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ 0x   

¹»åùáõÙ; 

 µ) x x  ,   ( R  ); 

 ·) x y x y   ,  ( , mx y R ): 

 Æñáù, ³)-Ý ¨ µ)-Ý ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï¨áõÙ »Ý ÝáñÙÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó, ÇëÏ   
·)-Ý ÎáßÇÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ¿ (ï»ë IV ·ÉáõË, ¢ 8, Ï»ï 6): 
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 , mx y R  »ñÏáõ Ï»ï»ñÇ ( , )d x y  Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿  

( , )d x y x y   

µ³Ý³Ó¨Ç ÙÇçáóáí: 
 ·) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿ »é³ÝÏÛ³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ` 

   ( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y  ,  , , mx y z R : 

 Ð»é³íáñáõÃÛ³Ý ·³Õ³÷³ñÇó »ÉÝ»Éáí` Ï³ñáÕ »Ýù ë³ÑÙ³Ý»É ma R  
Ï»ÝïñáÝáí ¨ 0r   ß³é³íÕáí m - ã³÷³ÝÇ µ³ó ·áõÝ¹` 

     ( , ) : : ( , ) :m mB a r x R d x a r x R x a r       , 

¨ ÷³Ï ·áõÝ¹` 

 ( , ) : :mB a r x R x a r    : 

 2m   ¹»åùáõÙ (»ñÏã³÷) ·áõÝ¹Á ßñç³ÝÝ ¿: 

 ma R  Ï»ÝïñáÝáí ¨ 2  »ñÏ³ñáõÃÛ³Ùµ ÏáÕáí ( , )C a   µ³ó Ëáñ³-
Ý³ñ¹Á  ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 

 1( , ) ( ,..., ) : , 1m i i iC a x x a x a i m         : 

 a  Ï»ÝïñáÝáí ·Ý¹»ñÇ ¨ Ëáñ³Ý³ñ¹Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý Ñ»ï¨Û³É 
³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ` 

    ( , ) ( , ) ,B a r C a r B a m r  ,             (1.1)        

áñáÝù µËáõÙ »Ý 

2

1

( ) , 1,2,...,
m

i i i i

i

x a x a x a i m


       

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó: 

 2. Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³Ý: ¸Çóáõù 1( ,..., )m
n n nx x x -Á mR  

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ï»ï»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: 1( ,..., )m ma a a R   Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ nx  Ñ³çáñ¹³Ï³Ýáõ-

ÃÛ³Ý ë³ÑÙ³Ý ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿` lim nn
x a


 , »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  0n  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

0 nn n x a     : 

                                                
 ·)-Ý ÝáõÛÝå»ë ³Ýí³ÝáõÙ »Ý »é³ÝÏÛ³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ: 



¢1. Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ Rm ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ 191 

 ²ÛëÇÝùÝ, ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó, nx  Ï»ïÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ( , )B a   µ³ó 

·Ý¹ÇÝ: ì»ñçÇÝë ÏáãíáõÙ ¿ a  Ï»ïÇ   - ßñç³Ï³Ûù ( a -Ç ßñç³Ï³Ûù »Ý Ïáã-

íáõÙ Ý³¨ a  Ï»ÝïñáÝáí Ëáñ³Ý³ñ¹Ý»ñÁ): 

 ²ÛëåÇëáí, ë³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ mR  ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ Áëï ¿áõÃÛ³Ý 
ÝáõÛÝÝ ¿, ÇÝã áñ Ãí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ ( 1m  ): ²Û¹ 

å³ï×³éáí ¿É ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛ³Ý ß³ï ¹ñáõÛÃÝ»ñ (áñáÝù ÇÙ³ëï 
áõÝ»Ý ³Ûë ¹»åùáõÙ*) ³å³óáõóíáõÙ »Ý ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë Ãí³ÛÇÝ 
Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ:  
 ê³ÑÙ³Ý»Ýù Ý³¨ ³Ýí»ñç ë³ÑÙ³Ý: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: Î³ë»Ýù, áñ nx -Á Ó·ïáõÙ ¿ ³Ýí»ñçáõÃÛ³Ý** ¨ Ï·ñ»Ýù` 

nx   , 

»Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0r   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  0n  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, 
áñ 

0 nn n x r   : 

 ²Ûë ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ßñç³Ï³Ûù»ñÇ É»½íáí Ó¨³Ï»ñå»Éáõ Ñ³Ù³ñ  -Ç         

r  - ßñç³Ï³Ûù ÏÑ³Ù³ñ»Ýù (0, )B r  ÷³Ï ·Ý¹Ç Éñ³óáõÙÁ` 

 :mx R x r     ( 0r  ): 

 3. Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝ: ÜáñÙÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó µËáõÙ »Ý  

   1i mx x x x    ,  1 i m  ,         (1.2) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ÇÝãÇó ¿É µËáõÙ ¿  Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ. 
 Â»áñ»Ù 1.1: (Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý Ã»áñ»ÙÁ) ¸Çóáõùª 

1( ,..., )m ma a a R  : àñå»ë½Ç nx a , ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ 

    

1 1

2 2

. . . .

n

n

m m
n

x a

x a

x a




 


 

:              (1.3) 

                                                
* Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ï³ñ·³íáñí³ÍáõÃÛ³ÝÝ ³éÝãíáÕ åÝ¹áõÙÝ»ñÝ ³Ûëï»Õ ÇÙ³ëï 
ãáõÝ»Ý: 
** 2m   ¹»åùáõÙ nx    ¨ nx    ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ÇÙ³ëï ãáõÝ»Ý: 
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 ►  (1.2) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ·ñ»Ýù nx a  í»ÏïáñÇ Ñ³Ù³ñ. 

  1 1i i m m
n n n nx a x a x a x a        :          (1.4) 

 ²ÛÅÙ (1.3) å³ÛÙ³ÝÇ ³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ (1.4)-Ç ³é³çÇÝ 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó, ÇëÏ µ³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÁ` »ñÏñáñ¹Çó:  

 ²Ûë Ã»áñ»ÙÇ ÙÇçáóáí mR  ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ 
áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛáõÝÁ µ»ñíáõÙ ¿ Ãí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ¹»åùÇÝ: 
 4. ´áÉó³Ýá - ì³Û»ñßïñ³ëÇ É»ÙÙ³Ý:  

 Â»áñ»Ù 1.2: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï m
nx R  Ñ³çáñ¹³-

Ï³ÝáõÃÛáõÝ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: 

 ► Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù 2m   ¹»åùáõÙ: àõÝ»Ýù 1 2( , )n n nx x x  

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ` nx L , n N : (1.2)-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 

áõÝ»Ýù` 
1
nx L ,  2

nx L : 

 Âí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É ´áÉó³Ýá - ì³Û»ñßïñ³-

ëÇ É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 1
nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ 

½áõ·³Ù»ï »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ`  

 1 1
0knx x :                                             (1.5) 

 ²ÛÅÙ, 2
knx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ÏÇñ³é»Éáí ´áÉó³Ýá - ì³Û»ñ-

ßïñ³ëÇ É»ÙÙ³Ý, Ïëï³Ý³Ýù`   
2 2

0klnx x ,  l   :                        (1.6) 

 Ü³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, (1.5)-Çó ¨ (1.6)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿ 
1 2
0 0( , )

klnx x x ,  l   : 

 ø³ÝÇ áñ 
klnx -Á nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿, 

³å³ 2m   ¹»åùáõÙ ³å³óáõÛóÝ ³í³ñïí³Í ¿: 

 ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ åÝ¹áõÙÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÏÏÇñ³é»Ýù  Ù³Ã»-

Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ Áëï m -Ç:  



¢2. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³Ý 193 

 5. ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÁ:  

 Â»áñ»Ù 1.3: àñå»ë½Ç m
nx R  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï, 

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ³ÛÝ ÉÇÝÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É, ³ÛëÇÝùÝ` 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³  0n  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

   0 n m nn n x x     ,  1,2,...m  : 

 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛ³Ý ³å³óáõÛóÁ ÝáõÛÝÝ ¿, ÇÝã áñ 1m   ¹»åùáõÙ: 

²å³óáõó»Ýù µ³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÁ: (1.3)-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, áõÝ»Ýù` 

   i i
n m n n m nx x x x    ,  1 i m  : 

 àõñ»ÙÝ i
nx  Ãí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ (1 i m  ) ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É 

»Ý, áõëïÇ ¨, ½áõ·³Ù»ï »Ý` i i
nx a , 1 i m  : 

 Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ïëï³Ý³Ýù` 
1: ( ,..., )m

nx a a a  :  

 
¢2. ØÆ ø²ÜÆ öàöàÊ²Î²ÜÆ üàôÜÎòÆ²ÚÆ ê²ÐØ²Ü 

 

 1. Îáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï mR -áõÙ:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ma R  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ mE R  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý 

Ï»ï, »Ã» a  Ï»ïÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ( , )B a   ßñç³Ï³Ûù å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ E  

µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ å³ïÏ³ÝáÕ ³Ýí»ñç Ãíáí Ï»ï»ñ: E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³Ï-
Ù³Ý Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ E  :  

 È»ÙÙ³ 2.1: ºÃ» a E , ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ nx E  Ñ³çáñ¹³-

Ï³ÝáõÃÛáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ nx a  ¨ nx a : 

 ²å³óáõóíáõÙ ¿ ÝáõÛÝ Ï»ñå, ÇÝãå»ë 1m   ¹»åùáõÙ: 

 2. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ºÃ» f  

ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ mE R  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ m  

÷á÷áË³Ï³ÝÇ Ï³Ù ß³ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³: 

 ¸Çóáõù a -Ý E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿` :f E R , a E :    
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  ê³ÑÙ³ÝáõÙ: Î³ë»Ýù x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý Ó·ïáõÙ ¿ 

b  ÃíÇÝ (Ï³Ù f -Ç ë³ÑÙ³ÝÁ a  Ï»ïáõÙ b -Ý ¿) ¨ Ï·ñ»Ýùª 

( )f x b , »ñµ x a  Ï³Ù  lim ( )
x a

f x b


 , 

»Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝ-

åÇëÇÝ, áñ  

   
0

( )
x a

f x b
x E




     
 

:               (2.1) 

 ºÃ» x  ¨ a  í»ÏïáñÝ»ñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Çñ»Ýó Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ÙÇçá-

óáí, ³å³ ³Ûë ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

 Ï³ë»Ýù x -Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇëª ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý Ó·ïáõÙ ¿ b -Ç, »Ã» Ûáõ-

ñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   11,2,..., ( ,..., )
,

i i

m

x a

i m f x x b
x a x E





 
   
  

:         (2.1') 

 ²Ûë ¹»åùáõÙ ·ñáõÙ »Ýª 1

1,...,

lim ( ,..., )
i i

m

x a
i m

f x x b




 : 

 (2.1) ¨ (2.1') å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛáõÝÁ µËáõÙ ¿ (1.1)-Çó: 

 Â»áñ»Ù 2.1:  àñå»ë½Ç ( )f x b , »ñµ x a , ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³-

ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Exn   Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ, áñÁ µ³í³ñ³-

ñáõÙ ¿ nx a  ¨ nx a  å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ 

bxf n )(  

ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³éÝãáõÃÛáõÝÁ: 
 ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ÎáßÇÇ ¨ Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý 
Ý³¨ ÙÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ*: 
 Â»áñ»Ù 2.1-Ý ³å³óáõóíáõÙ ¿ ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë 1m  ¹»åùáõÙ: 

                                                
* ²Ûëï»Õ å³Ñå³Ýí³Í »Ý 1m   ¹»åùÇ ³Ýí³ÝáõÙÝ»ñÁ: 
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 ²Ýí»ñç ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ ÝáõÛÝå»ë ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý 1m  ¹»åùÇ ÝÙ³Ý 

(Ó¨³Ï»ñå»É ÇÝùÝáõñáõÛÝ):  

 3. Âí³µ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ: ¸Çóáõù f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ 

áñáßí³Í »Ý E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, áñÇ Ñ³Ù³ñ a -Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿, ¨ 

1( )f x b  áõ 2( )g x b , »ñµ x a  ( 1b , 2b  Ãí»ñÁ í»ñç³íáñ »Ý): 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ 
 1) Üñ³Ýó ·áõÙ³ñÁ ÝáõÛÝå»ë áõÝÇ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý ¨ ·áõÙ³ñÇ 
ë³ÑÙ³ÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÇÝ` 

  )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax 

 : 

 2) Üñ³Ýó ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÝáõÛÝå»ë áõÝÇ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý ¨ 

   )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax 

 : 

 3) ºÃ» 02 b , ³å³ gf /  ù³Ýáñ¹Á ÝáõÛÝå»ë áõÝÇ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý 

¨  

lim ( )( )lim
( ) lim ( )

x a
x a

x a

f xf x
g x g x






 : 

 ► Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý ÙÇçáóáí Ñ³ñóÁ µ»ñíáõÙ ¿ Ãí³ÛÇÝ 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ:  

 4. ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÁ:  

 Â»áñ»Ù 2.2 : ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ mRE   µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

íñ³, áñÇ Ñ³Ù³ñ a -Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿: àñå»ë½Ç )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝ»-

Ý³ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý, »ñµ ax  , ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, 

áñ 

   




















)()(
,

0

0

xfxf
Exx
ax

ax

: 



¶ÉáõË VII. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ 196 

 ²å³óáõóíáõÙ ¿ ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ¹»åùáõÙ (÷áñÓ»ù 
³å³óáõó»É ÇÝùÝáõñáõÛÝ):  

 5. Ð³çáñ¹³Ï³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ: ¸Çóáõù ,X Y R , a -Ý X -Ç Ïáõï³ÏÙ³Ý 

Ï»ï ¿, b -Ý` Y -Ç ¨ RYXf : *: 

 ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ñ³ëï³ï³·ñí³Í Yy , by   ÃíÇ 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  

)(),(lim yyxf
ax




 

í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ (áñå»ë Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³Ý): ²Û¹ 

¹»åùáõÙ )(y  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ }{\ bY  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³: 

 ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ lim ( )
y b

y


 ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ ),( yxf  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³çáñ¹³Ï³Ý ë³ÑÙ³Ý ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ª  

limlim ( , )
y b x a

f x y
 

: 

 ÜÙ³Ý Ó¨áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ÙÛáõë Ñ³çáñ¹³Ï³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ` 

),(limlim yxf
byax 

: 

 Â»áñ»Ù 2.3: ºÃ»  
 1) ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  

   Ayxf
by
ax





),(lim                                              (2.2) 

(í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç) ÏñÏÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÁ ** ,  

 2) Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ñ³ëï³ï³·ñí³Í Yy , by   ³ñÅ»ùÇ ¹»åùáõÙ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  

)(),(lim yyxf
ax




 

í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ, 
³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  

lim ( ) limlim ( , )
y b y b x a

y f x y
  

  

                                                
*  ÜáõÛÝÇëÏ µ³í³Ï³Ý ¿, áñ    : \ { } \{ }f X a Y b R  : 
** ºñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÝ ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ ÏñÏÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³Ý ³Ýí³Ý»É: 



¢2. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³Ý 197 

Ñ³çáñ¹³Ï³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ ¨ Ñ³í³ë³ñ ¿  A : 
 ► ²å³óáõó»Ýù í»ñç³íáñ A -Ç ¹»åùáõÙ: (2.2)-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ûáõñ³-

ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  






















Ayxf
YXyx

by

ax

),(
),(

0

0

: 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨ Ñ³ëï³ï³·ñ»Ýù y -Á, ÇëÏ x -Á Ó·ï»óÝ»Ýù a -Ç. 

  Ayby )(0 , 

áñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ay
by




)(lim :  

 Èñ³óáõÙ: ºÃ» ³Ûë Ã»áñ»ÙÇ Ù»ç µ³óÇ 1) ¨ 2) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó µ³í³-
ñ³ñíÇ Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÁ. 
 3) Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Xx , ax   ³ñÅ»ùÇ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  

)(),(lim xyxf
by




 

í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ, 

³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³ Ý³¨ ),(limlim)(lim yxfx
byaxax 

  Ñ³çáñ¹³Ï³Ý 

ë³ÑÙ³ÝÁ ¨ Ñ³í³ë³ñ ÏÉÇÝÇ ÝáõÛÝ A -ÇÝ, ³ÛëÇÝùÝ` »ñÏáõ Ñ³çáñ¹³Ï³Ý 
ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³Ý ¨ Ñ³í³ë³ñ ÏÉÇÝ»Ý: 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ. 

 ³) 
y

xyxf 1sin),(  ; )0,0(),( ba : 

 ø³ÝÇ áñ xyx /1sin , ³å³ 0),(lim
0
0





yxf
y
x

, µ³Ûó ),(lim
0

yxf
y

 

ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ: 

 µ) : (0, ) (0, )f R     ýáõÝÏóÇ³Ý áñáß»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 

0),( yxf , »ñµ yx   ¨ 1),( yxf , »ñµ yx  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ`  

0),(limlim),(limlim
0000




yxfyxf
yxxy

, 
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µ³Ûó ),(lim
0
0

yxf
y
x



 ÏñÏÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ: 

 ·) Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ³é³çÇÝ ù³éáñ¹áõÙ áñáß»Ýùª 0),( yxf , »ñµ 

0y x  ; 1),( yxf , »ñµ 0 y x  : ²Ûë ¹»åùáõÙª  

0),(limlim
00




yxf
xy

; 1),(limlim
00




yxf
yx

: 

 6. ì»Ïïáñ - ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÁ: ²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

áñáßí³Í ¿ mRE   µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ¨ ³ñÅ»ùÝ»ñ ¿ ÁÝ¹áõÝáõÙ kR  
ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÇó, ³ÛëÇÝùÝ` ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ÝáõÛÝå»ë í»ÏïáñÝ»ñ 
»Ý: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ñ³ëï³ï³·ñí³Í Ex  ¹»åùáõÙ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³ñÅ»ùÁ (í»ÏïáñÁ) Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ÙÇçáóáí`  

 )(),...,()( 1 xfxfxf k  , 

áñï»Õ )(xf i -»ñÁ, ki 1 , Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý: öá÷áË»Éáí x -Á E  

µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ª ëï³ÝáõÙ »Ýù Ýáñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ. 

REf i : ,  ki 1 , 

áñáÝù ÏáãíáõÙ »Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: ²Ûë 

¹»åùáõÙ ³ëáõÙ »Ý, áñ f -Á í»Ïïáñ³ñÅ»ù ýáõÝÏóÇ³ ¿ (Ï³Ù Ï³ñ×ª í»Ïïáñ-

ýáõÝÏóÇ³), ÇëÏ if  Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Çñ³Ï³Ý³ñÅ»ù Ï³Ù 

Ãí³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù mRE   ¨ a -Ý E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï 

¿: kRb  í»ÏïáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ kREf :  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³Ý a  Ï»ïáõÙ ¨ 

Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ª bxf
ax




)(lim , »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0 x a     å³ÛÙ³ÝÇÝ 

µ³í³ñ³ñáÕ µáÉáñ x E  Ï»ï»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ ( )f x b    

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

 Â»áñ»Ù 2.4: àñå»ë½Ç bxf
ax




)(lim , ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ 

ii

ax
bxf 


)(lim ,  ki 1 ,  ),...,( 1 kbbb  : 
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 ²å³óáõÛóÁ µËáõÙ ¿  

  kkii bxfbxfbxfbxf  )()()()( 11   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó (ÇÝãå»ë Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý 
í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇ ¹»åùáõÙ): 
 

¢3. ²ÜÀÜ¸Ð²î üàôÜÎòÆ²Üºð 
 

 1. mR  ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ïáåáÉá·Ç³Ý: ¸Çóáõùª mRD  :  
 D  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ å³ïÏ³ÝáÕ a  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

Ý»ñùÇÝ Ï»ï, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ DaB ),(  : 

 D  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝ, »Ã» Ýñ³ µáÉáñ Ï»ï»ñÁ 
Ý»ñùÇÝ Ï»ï»ñ »Ý: ´³ó µ³½ÙáõÃÛ³Ý å³ñ½³·áõÛÝ ûñÇÝ³ÏÝ»ñ »Ý µ³ó 
·áõÝ¹Á ¨ m  - ã³÷³ÝÇ µ³ó ½áõ·³Ñ»é³ÝÇëïÁ` 

 iiim bxaxxbaI  :),...,(),( 1 , ( , 1,..., )i ia b i m      : 

 mRF   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÷³Ï, »Ã» Ýñ³ µáÉáñ Ïáõï³ÏÙ³Ý 
Ï»ï»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý Çñ»Ý:  
 Ð»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇó: 
 Â»áñ»Ù 3.1: àñå»ë½Ç F  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÉÇÝÇ ÷³Ï, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 
µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ Éñ³óáõÙÁ` 

: \C mF R F , 
ÉÇÝÇ µ³ó: 

 Ð»ßï ¿ ï»ëÝ»É, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ nRE   µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý 
Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ` E  -Á, ÷³Ï ¿: 
 EE   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ÷³ÏáõÛÃ ¨ 

Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ E : 

 ¸Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, áñ E  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÷³Ï ¿ ¨ Ñ³í³ë³ñ ¿ E -Ý 
å³ñáõÝ³ÏáÕ µáÉáñ ÷³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³ïÙ³ÝÁ` 

    
F

FEFE  ; : 

 mR  ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ a  ¨ b  Ï»ï»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ Ñ³ïí³Í ¿ ÏáãíáõÙ   

]1,0[  Ñ³ïí³ÍÇ å³ïÏ»ñÁ` 

( ) (1 ) ( )t t a tb a t b a       ,  ]1,0[t  

÷³Ï ¿ 
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³ñï³å³ïÏ»ñÙ³Ý ¹»åùáõÙ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ a -Ý ¨ b -Ý ÏáãíáõÙ »Ý 

Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñ, ÁÝ¹ áñáõÙ, a -Ý` ëÏ½µÝ³Ï»ï, ÇëÏ b -Ý` 

í»ñçÝ³Ï»ï: Ð³ïí³ÍÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ ],[ ba  ëÇÙíáÉáí: 

 mRL   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ µ»ÏÛ³É, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 
m

n Rxxx },...,,{ 10  í»ñç³íáñ µ³½ÙáõÃÛáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  


1

0
1 ],[






n

i
ii xxL : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ ix , ni 0  Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý µ»ÏÛ³ÉÇ ·³·³ÃÝ»ñ: 0x -Ý 

ÏáãíáõÙ ¿ L  µ»ÏÛ³ÉÇ ëÏ½µÝ³Ï»ï, ÇëÏ nx -Á` í»ñçÝ³Ï»ï: ],[ 1ii xx , 

10  ni  Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý µ»ÏÛ³ÉÇ ÏáÕÙ»ñ: ´»ÏÛ³ÉÁ ·ñíáõÙ ¿ 

Ý³¨ nxxxL ...10  ï»ëùáí: 

 mRD   µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ï³å³Ïóí³Í, »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

Da , Db  Ï»ï»ñÇ ½áõÛ·Ç Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ DL   µ»ÏÛ³É, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ax 0 , bxn   (·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ DL   µ»ÏÛ³É, áñÁ 

ÙÇ³óÝáõÙ ¿ a  ¨ b  Ï»ï»ñÁ): 

 ´³ó ¨ Ï³å³Ïóí³Í µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ïÇñáõÛÃ (Ï³Ù µ³ó 
ïÇñáõÛÃ): 

 mRa  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ D  µ³½ÙáõÃÛ³Ý »½ñ³ÛÇÝ Ï»ï, »Ã» a -Ç 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ßñç³Ï³Ûù å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ Ã»' D  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ å³ïÏ³ÝáÕ  
Ï»ï, ¨ Ã»' D  µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ ãå³ïÏ³ÝáÕ Ï»ï: 
 D  µ³½ÙáõÃÛ³Ý »½ñ³ÛÇÝ Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ D  
µ³½ÙáõÃÛ³Ý »½ñ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ D  ëÇÙíáÉáí: 
 ºÃ» D -Ý µ³ó ïÇñáõÛÃ ¿, ³å³ DD   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÷³Ï 

ïÇñáõÛÃ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ D  ëÇÙíáÉáí*: 

 mRD   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ áõéáõóÇÏ, »Ã»  
   DbaDba  ],[, : 

 ä³ñ½³·áõÛÝ áõéáõóÇÏ µ³½ÙáõÃÛ³Ý ûñÇÝ³ÏÝ»ñ »Ý Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ·áõÝ¹Á 
¨ ½áõ·³Ñ»é³ÝÇëïÁ**: 

                                                
* ²å³óáõó»É, áñ ³ÛÝ ÷³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿: 
** ²å³óáõó»É: 
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 2. ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³Ý:  

 Â»áñ»Ù 3.2: ºÃ» mRE   ÷³Ï ¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 

Í³ÍÏí³Í ¿ µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ }{   ÁÝï³ÝÇùáí, ³å³ ³Û¹ 

ÁÝï³ÝÇùÇó Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³Ýç³ï»É í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ: 
 ► ä³ñ½áõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ³å³óáõÛóÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù 2m  ¹»åùáõÙ: 

²Ûë ¹»åùáõÙ E  ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù ÁÝ¹·ñÏ»É 

[ , ] [ , ] :a b c d A   áõÕÕ³ÝÏÛ³Ý Ù»ç:  

 ºÝÃ³¹ñ»Ýù Ñ³Ï³é³ÏÁª E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ 
í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ:  

 A  áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÁ 
2

bax 
  ¨ 

2
dcy 

  áõÕÇÕÝ»ñáí ïñáÑ»Ýù ãáñë 

÷³Ï áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ` 1A , 2A , 3A , 4A  ¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù iAE  , 

1,2,3,4i   µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ²Ûë µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ: ¸ñ³Ý Í³ÍÏáÕ 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý iA  áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù ],[],[ 11111 dcbaA  : 

²ÛÝáõÑ»ï¨ ÝáõÛÝÁ Ï³ï³ñ»Ýù 1A -Ç Ñ»ï: ²Ûë ¹»åùáõÙ Ïëï³Ý³Ýù 

],[],[ 22222 dcbaA   áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÁ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 2AE   µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ: ²Ûë åñáó»ëÝ ³Ýí»ñç 
ß³ñáõÝ³Ï»Éáíª Ïëï³Ý³Ýù  

],[],[ kkkkk dcbaA  , ,...2,1k  

Ý»ñ¹ñí³Í áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ kAE   

µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ: ÀÝ¹ áñáõÙ, 
Ã»' ],[ kk ba , ,...2,1k  Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ, ¨ Ã»' ],[ kk dc , ,...2,1k  

Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ Ý»ñ¹ñí³Í »Ý ¨ 

0
2




 kkk
abab ,  0

2



 kkk

cdcd : 

 Ü»ñ¹ñí³Í Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 0a  ¨ 0c  

Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  
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0

0

ab
aa

k

k




,   
0

0

cd
cc

k

k




: 

 ø³ÝÇ áñ ],[0 kk baa  , ],[0 kk dcc  , ,...2,1k , ³å³ ),( 00 ca  Ï»ïÁ 

å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ µáÉáñ kA  áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇÝ: ºí ù³ÝÇ áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

kA  áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ E -Ç ³Ýí»ñç Ãíáí Ï»ï»ñ (Ñ³Ï³é³Ï 

¹»åùáõÙ kAE  -Ç Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³ñ í»ñç³íáñ 

»ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ), ³å³ ),( 00 ca  Ï»ïÁ E -Ç Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿*, 

Ñ»ï¨³µ³ñ, Eca ),( 00  (ù³ÝÇ áñ E -Ý ÷³Ï ¿): 

 ø³ÝÇ áñ E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý µáÉáñ Ï»ï»ñÁ Í³ÍÏí³Í »Ý }{   

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñáí, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

00 0( , )a c   : ê³Ï³ÛÝ 
0

 -Ý µ³ó ¿, Ñ»ï¨³µ³ñ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   

ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  
   

00 0 0 0( , ) ( , )a a c c           : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0k  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

),(],[ 000   aabakk kk  ¨ ),(],[ 00   ccdc kk , 

Ñ»ï¨³µ³ñ,  

00  kAkk : 

 ²ÛëåÇëáí, kAE   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Í³ÍÏí»ó Ù»Ï Ñ³ï  -áí, ÇÝãÁ ¨ 

Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: mRK   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÏáÙå³Ïï, »Ã» Ýñ³ 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ µ³ó Í³ÍÏáõÛÃ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ: 
 ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ÷³Ï ¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï 
µ³½ÙáõÃÛáõÝ ÏáÙå³Ïï ¿: ÖÇßï ¿ Ý³¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙÁ. 

 Â»áñ»Ù 3.3: ºÃ» mRK   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáÙå³Ïï ¿, ³å³ ³ÛÝ ÷³Ï ¿ 
¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï: 

                                                
* 0 0( , )a c  Ï»ïÇ ó³ÝÏ³ó³Í 0 0 0 0( , ) ( , )a a c c         ßñç³Ï³Ûù å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ 

kA -Ý, »ñµ 0 ( )k k   (ï»'ë Ñ³çáñ¹ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ): 
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 ► Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù ë³ÑÙ³Ý³÷³ÏáõÃÛáõÝÁ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù Ñ³Ï³é³ÏÁ` 
mRK   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáÙå³Ïï ¿, µ³Ûó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ã¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

 ),0( nB , ,...2,1n  µ³ó ·Ý¹»ñÇ ÁÝï³ÝÇùÁ Í³ÍÏáõÙ ¿ K -Ý, µ³Ûó 

·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 

 K  ÏáÙå³Ïï µ³½ÙáõÃÛ³Ý ÷³ÏáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÏñÏÇÝ 

Ï³ï³ñ»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛáõÝ. ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ K -Ç Ïáõï³ÏÙ³Ý 

Ï»ï` a , áñÁ ãÇ å³ïÏ³ÝáõÙ K -ÇÝ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ  

  






 
















n
axRx

n
aB k

C
1:1, ,  ,...2,1n  

µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÁÝï³ÝÇùÁ ÏÍ³ÍÏÇ K -Ý, µ³Ûó ãÇ å³ñáõÝ³ÏÇ 

í»ñç³íáñ »ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ: ÜáñÇó »Ï³Ýù Ñ³Ï³ëáõÃÛ³Ý:  

 3. ²ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: kREf :  ( mRE  ) ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ 

¿ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ex 0  Ï»ïáõÙ, »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   










)()( 0

0 xfxf
Ex
xx

:                 (3.1) 

 Ø³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ, »ñµ 0x -Ý E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ¿, (3.1) 

å³ÛÙ³ÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿`  

   
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 :                    (3.1') 

 Ð»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ µËáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó: 

 Â»áñ»Ù 3.4: àñå»ë½Ç f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÉÇÝÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ex 0  Ï»ïáõÙ, 

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Exn  , 0xxn   

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ )()( 0xfxf n  :   

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ Ex 0  Ï»ïÁ E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ïáõï³ÏÙ³Ý Ï»ï ã¿ 

(Ù»Ïáõë³óí³Í Ï»ï ¿), (3.1) å³ÛÙ³ÝÁ µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿` ³ÝÏ³Ë f  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇó, ³ÛëÇÝùÝ` Ù»Ïáõë³óí³Í Ï»ïáõÙ µáÉáñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý: 
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 ºÃ» x  ¨ 0x  Ï»ï»ñÁ ·ñ»Ýù Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ÙÇçáóáí, ³å³ (3.1') 

å³ÛÙ³ÝÁ ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

  












),...,(),...,(

1
0

1
0

10 mm
ii

xxfxxf
mi

xx
:       (3.1") 

 ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ Ex 0  Ï»ïáõÙ, ³å³ 

1 1 1
0 0 0 0( ) : ( ,... , , ..., )i i mt f x x t x x    ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÁ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 

ýáõÝÏóÇ³ ¿, ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ix0  Ï»ïáõÙ: ²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í, »Ã» ÙÇ ù³ÝÇ 

÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ³å³ ³ÛÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ Ý³¨ Áëï 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ: 

 f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, »Ã» ³ÛÝ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ: E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹³ëÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù )(EC : 

 Â»áñ»Ù 3.5: ºÃ» )(, ECgf  , ³å³ gf  , fg , gf /  ( 0g ) 

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ¨ë )(EC ¹³ëÇó »Ý:*  

 ²å³óáõÛóÁ µËáõÙ ¿ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ»ï 
Ãí³µ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇó: 
 ì»Ïïáñ³ñÅ»ù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ÝáõÛÝ 

Ï»ñå, ³ÛÝ ¿. kREf :  ( mRE  ) ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 

Ex 0  Ï»ïáõÙ, »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   










)()( 0

0 xfxf
Ex
xx

: 

 Â»áñ»Ù 3.6: àñå»ë½Ç kREf :  ( mRE  ) í»Ïïáñ³ñÅ»ù ýáõÝÏóÇ³Ý 

ÉÇÝÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ex 0  Ï»ïáõÙ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ 

                                                
* ²Ûë Ã»áñ»ÙÁ ×Çßï ¿ Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý áã Ã» 

³ÙµáÕç E -Ç íñ³, ³ÛÉ ÙÇ³ÛÝ 0x E  Ï»ïáõÙ: 
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Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ` REf i :   ),...,( 1 kfff  , ÉÇÝ»Ý 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï 0x  Ï»ïáõÙ: 

 ²Ûë Ã»áñ»ÙÁ µËáõÙ ¿ í»Ïïáñ³ñÅ»ù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÇ í»ñ³µ»ñÛ³É 
Ã»áñ»ÙÇó (Ã»áñ»Ù 2.4): 

 E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï í»Ïïáñ³ñÅ»ù ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ),( kREC : 

 Â»áñ»Ù 3.7: ºÃ» ),(, kRECgf  , ³å³ f g , ( , )kf C E R   

( R ):  

 ²Ûë Ã»áñ»ÙÁ µËáõÙ ¿ Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇó ¨ Ãí³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 
í»ñ³µ»ñÛ³É Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ã»áñ»ÙÇó: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ:  mRC ],,[   ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ïáñ 

(Ï³Ù áõÕÕ³ÏÇ` Ïáñ) mR -áõÙ, ÇëÏ Ýñ³ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ` 

 : [ , ]    -Ý, ÏáãíáõÙ ¿ ³Û¹ ÏáñÇ ÏñÇã:  

 Ð³×³Ë Ïáñ »Ý Ñ³Ù³ñáõÙ Ñ»Ýó  -Ý` )(tx   ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³Ù³ñ»Éáí 

  ÏáñÇ å³ñ³Ù»ïñ³óáõÙ:  

 ÎáñÇ å³ñ³Ù»ïñ³óáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ý³¨   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇçáóáí` 

   












)(

)(11

tx

tx

mm 


  ,    t , 

áñï»Õ ],[  Ci  , mi 1 : 

  Ð³ñÃ Ïáñ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ( 2)m   ÁÝ¹áõÝí³Í ï»ñÙÇÝÝ»ñÁ 

å³Ñå³ÝíáõÙ »Ý Ý³¨ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ: 
 4. ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ:  

 Â»áñ»Ù 3.8: ¸Çóáõù kRT  , mRX  : ºÃ»  

 ³) XT :  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ Tt 0  Ï»ïáõÙ,  

 µ) nRXf :  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ )( 00 tx   Ï»ïáõÙ,  
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³å³  ( ) : ( ) : nh t f t T R   µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 0t  Ï»ïáõÙ: 

 ► ²å³óáõóíáõÙ ¿, ÇÝãå»ë Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹»åùáõÙ. 
µ) å³ÛÙ³ÝÇó áõÝ»Ýù, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   
0

0( ) ( )
x x

f x f x
x X




    
 

:            (µ) 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, ³) å³ÛÙ³ÝÇó áõÝ»Ýù, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, 
³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

   










)()( 0

0 tt
Tt
tt

:            

(³) 
 Ð³Ù³¹ñ»Éáí (³)-Ý ¨ (µ)-Ý, Ïëï³Ý³Ýù. 

   










))(())(( 0

0 tftf
Tt
tt

: 

 ²ÛëÇÝùÝ` Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, 
³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  












)()( 0

0 thth
Tt
tt

:  

 ºÃ»   ýáõÝÏóÇ³Ý ¨ t  í»ÏïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ 

ÙÇçáóáí` ),...,( 1 m  , ),...,( 1 kttt  , ³å³  Ã»áñ»Ù 3.9-Á ÏÁÝ¹áõÝÇ 
Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

 »Ã» ),...,(),...,,...,( 111 hmh tttt   Ãí³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý 

),...,( 0
1
00

kttt   Ï»ïáõÙ, ÇëÏ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ),...,( 0
1
00

mxxx   

Ï»ïáõÙ, ÁÝ¹ áñáõÙ, ),...,( 0
1
00

kii ttx  , mi 1 , ³å³ 

 ),...,(),...,,...,( 111 hmh ttttf   µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 

),...,( 0
1
00

kttt   Ï»ïáõÙ: 
 5. ²ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ûñÇÝ³ÏÝ»ñ:  

 1) mR  ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ( m  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ) µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿ ÏáãíáõÙ 
Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÇ í»ñç³íáñ ·áõÙ³ñÁ. 
    m

m mm xxCxxP 
 1

1 1...1 ),...,( , 
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áñï»Õ RC
m
 ...1

, ÇëÏ m ,...,1  Ãí»ñÁ áã µ³ó³ë³Ï³Ý ³ÙµáÕç Ãí»ñ »Ý: 

P  µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³ÙµáÕç mR  ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý íñ³: Æñáù, 

ù³ÝÇ áñ m
mxx  ,...,1

1  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ¹Çï³ñÏ»É 

áñå»ë m  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³, áñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ mR -áõÙ, áõëïÇ 

Ýñ³Ýó ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÝáõÛÝå»ë ÏÉÇÝÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï mR -áõÙ: 

 2) P  ¨ Q  µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ` 
Q
P

, ÏáãíáõÙ ¿ é³óÇáÝ³É 

ýáõÝÏóÇ³: è³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ mR  ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µáÉáñ 
³ÛÝ Ï»ï»ñáõÙ, áñáÝóáõÙ Ñ³Ûï³ñ³ñÁ ½ñá ã¿: 

 3) 22),(
yx

xyyxf


  ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý (0,0)  Ï»ïÇó ï³ñµ»ñ 

µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: (0,0)  Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý Ë½íáõÙ ¿*, 

áñáíÑ»ï¨ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ: Æñáù, kxy   áõÕÕÇ íñ³ 

2
0
02 11

),(
k

k
k

kyxf
y
x 








 , 

áñÁ Ï³Ëí³Í ¿ k -Çó: 

 4) ºÃ» mRba , , ³å³ mRRabtat  :)()(  ýáõÝÏóÇ³Ý 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ R -áõÙ, áñáíÑ»ï¨ Ýñ³ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ 
·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý: 
 
¢4. ²ÜÀÜ¸Ð²î üàôÜÎòÆ²ÜºðÆ ÐÆØÜ²Î²Ü Ð²îÎàôÂÚàôÜÜºðÀ 
 
 ²Ûë å³ñ³·ñ³ýáõÙ ¹Çï³ñÏíáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Ãí³ÛÇÝ »Ý: 
 1. ´áÉó³Ýá - ÎáßÇÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ: 

 Â»áñ»Ù 4.1: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ mRD   µ³ó (Ï³Ù 

÷³Ï) ïÇñáõÛÃáõÙ: ºÃ» a D  ¨ b D  Ï»ï»ñáõÙ f -Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ï³ñµ»ñ 

Ýß³ÝÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ c D  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

0)( cf : 

                                                
* Ø»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÁÝ¹áõÝí³Í ï»ñÙÇÝÝ»ñÁ å³Ñå³ÝíáõÙ »Ý Ý³¨ 
ß³ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹»åùáõÙ: 
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 ► Ü³Ë Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõó»Ýù ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ D  ïÇñáõÛÃÁ µ³ó ¿: 

²Û¹ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0 1... nL x x x  µ»ÏÛ³É, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ax 0 , 

bxn   ¨ DL  : 

 àñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ 0)( af , 0)( bf : ÂáÕ, áñ 

i -Ý ÉÇÝÇ ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0)( ixf , 0)( 1 ixf : 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ûÅ³Ý¹³Ï ýáõÝÏóÇ³Ý` 

     RxxtxftF iii   ]1,0[:)()( 1 , 

áñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ]1,0[  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ÁÝ¹ áñáõÙ, 0)()0(  ixfF , 

0)()1( 1  ixfF : Ð»ï¨³µ³ñ, Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ í»ñ³-

µ»ñÛ³É ´áÉó³Ýá - ÎáßÇÇ ³é³çÇÝ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

[0,1]   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0)( F : ²ÛëÇÝùÝ` 

 1( ) 0i i if x x x    : 

 ØÝáõÙ ¿ í»ñóÝ»É 

   11 )1()(   iiiii xxxxxc    

Ï»ïÁ, áñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ Dxx ii  ],[ 1  Ñ³ïí³ÍÇÝ: 

 ö³Ï ïÇñáõÛÃÇ ¹»åùÁ µ»ñíáõÙ ¿ µ³ó ïÇñáõÛÃÇ ¹»åùÇÝ Ñ»ï¨Û³É ¹³ïá-
ÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇçáóáí.  

 »Ã» a -Ý »½ñ³ÛÇÝ Ï»ï ¿ ¨ 0)( af , ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

   0)( 







xf

Dx
ax 

:         (4.1) 

 Ð»ï¨³µ³ñ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Da 1  Ý»ñùÇÝ Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

0)( 1 af : ÜÙ³Ý Ó¨áí (Ñ³ñÏ »Õ³Í ¹»åùáõÙ) b -Ý ÝáõÛÝå»ë Ï³ñáÕ »Ýù 

÷áË³ñÇÝ»É Ý»ñùÇÝ Ï»ïáí:  

 Â»áñ»Ù 4.2: ´³ó (Ï³Ù ÷³Ï) ïÇñáõÛÃáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÙÇç³Ï³Ûù ¿: 
 ²å³óáõóíáõÙ ¿ ÝáõÛÝ Ï»ñå, ÇÝã áñ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ¹»åùáõÙ: 
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 2. ì³Û»ñßïñ³ëÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ:  

 Â»áñ»Ù 4.3: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ mRK   ÷³Ï ë³ÑÙ³Ý³-

÷³Ï* µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, ³å³ ³ÛÝ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: 

 ► ä»ïù ¿ ³å³óáõó»Ýù, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý RMm ,  Ãí»ñ, 

³ÛÝåÇëÇù, áñ  

Mxfm  )( ,  Kx : 

 ²å³óáõó»Ýù ÙÇ³ÛÝ í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³ÏáõÃÛáõÝÁ ( M -Ç ·áÛáõÃÛáõÝÁ): 
ºÝÃ³¹ñ»Ýù Ñ³Ï³é³ÏÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ n  µÝ³Ï³Ý ÃíÇ 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ nx K  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

    nxf n )( :             (4.2) 

 K  µ³½ÙáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ÉÇÝ»Éáõó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ nx  Ñ³çáñ-

¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: àõëïÇ, ´áÉó³Ýá - ì³Û»ñßïñ³ëÇ 
É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³ÛÝ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï 

»ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ` 0xx
kn  : ø³ÝÇ áñ K -Ý Ý³¨ ÷³Ï ¿, ³å³ 

Kx 0 : 

 üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 

)()( 0xfxf
kn  , 

áñÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ (4.2) å³ÛÙ³ÝÇÝ:  

 Â»áñ»Ù 4.4: ö³Ï ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 
ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Çñ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: 
 ²å³óáõÛóÁ ×Çßï ÝáõÛÝÝ ¿, ÇÝã áñ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¹»åùáõÙ: 

 mRE   µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï³ï³ÝáõÙÁ 
ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ÝáõÛÝ Ï»ñå, ÇÝãå»ë Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¹»åùáõÙ` 

 
,

( ) : sup ( ) inf ( ) sup ( ) ( )E x Ex E x y E
f f x f x f x f y

 
    : 

                                                
* ÎáÙå³Ïï: 
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 Â»áñ»Ù 4.4-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ÏáÙå³Ïï µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï³ï³ÝáõÙÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ 
÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛ³ÝÁ:  
 3. Ð³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝ: ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ÝáõÛÝ 

Ï»ñå, ÇÝãå»ë Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùáõÙ: ²ÛÝ ¿` REf : , 

mRE   ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý 
íñ³, »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ 0   ÃÇí, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 












)()(

,
xfxf

Exx
xx

:           (4.3) 

 Â»áñ»Ù 4.5 (Î³Ýïáñ): ÎáÙå³Ïï µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 
ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 
 ► ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ mRK   ÏáÙå³Ïï µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, µ³Ûó Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ã¿: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ÙÇ áñ¨¿ 00   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

Ë³ËïíáõÙ ¿ (4.3)-Á: ²ÛëÇÝùÝ` ÇÝãåÇëÇ 0  ÃÇí ¿É í»ñóÝ»Ýù, ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝ»Ý Kxx   ,  Ï»ï»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  

  xx ,  0)()(   xfxf : 

 ì»ñóÝ»Ýù 
n
1

 , ,...2,1n  ¨ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ï»ï»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù 

nx , nx  : ÎáõÝ»Ý³Ýùª 

  
n

xx nn
1

 ,   0)()(  nn xfxf ,  ,...2,1n :                (4.4) 

 ø³ÝÇ áñ K  ÏáÙå³Ïï µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, ³å³ ë³Ñ-

Ù³Ý³÷³Ï ¿ Ý³¨ Kxn   Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ: ´áÉó³Ýá-ì³Û»ñßïñ³ëÇ 

É»ÙÙ³ÛÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³ÛÝ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³-

ÝáõÃÛáõÝ` 0xx
kn  : ø³ÝÇ áñ K -Ý ÷³Ï ¿, ³å³ Kx 0 :  
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¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, áñ 
knx   Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ó·ïáõÙ ¿ ÝáõÛÝ 0x  

ë³ÑÙ³ÝÇÝ: ²ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý Ð³ÛÝ»Ç ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 

)()( 0xfxf
kn  ,  )()( 0xfxf

kn  ,   k , 

áñÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ (4.4)-ÇÝ:  

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: nRE   µ³½ÙáõÃÛ³Ý ïñ³Ù³·ÇÍ ¿ ÏáãíáõÙ 

xx
Exx


,

sup  

Ù»ÍáõÃÛáõÝÁ: ²ÛÝ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ diamE  Ï³Ù )(E  ëÇÙíáÉÝ»ñáí: 

 Ò¨³Ï»ñå»Ýù Î³ÝïáñÇ Ã»áñ»ÙÇ ¹³ë³Ï³Ý Ñ»ï¨³ÝùÁª »Ã» f  ýáõÝÏ-

óÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ mRK   ÏáÙå³Ïï µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, ³å³ Ûáõñ³-
ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  












)( f
KE

diamE
E , 

áñï»Õ )( fE -Á f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï³ï³ÝáõÙÝ ¿ E  µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³: 

²ÛÅÙ ³å³óáõó»Ýù Î³ÝïáñÇ Ã»áñ»ÙÁ ´áñ»ÉÇ É»ÙÙ³ÛÇ ÙÇçáóáí*: 
 ► ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

t K  Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0t   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

2
)()( 









tfxf

Kx
tx t : 

  Ð»ï¨³µ³ñ,  

     )()(),(, xfxfKtBxx t :               (4.5) 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù 
















2

, ttB


, Kt  µ³ó ·Ý¹»ñÇ ÁÝï³ÝÇùÁ, áñÁ Í³ÍÏáõÙ ¿ 

K -Ý: ø³ÝÇ áñ K -Ý ÏáÙå³Ïï ¿, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ í»ñç³íáñ 
»ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ` 

                                                
* ²å³óáõÛóÁ Ï³ï³ñíáõÙ ¿ ÝáõÛÝ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí, ÇÝã áñ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¹»åùáõÙ: 
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















2

,,..,.
2

, 1

1
nt

n
t tBtB


: 

 Üß³Ý³Ï»Ýù 1min ,...,
2 2

ntt 


 
  

 
 ¨ óáõÛó ï³Ýù, áñ 

   










)()(

,
xfxf

Kxx
xx

: 

 Æñáù, ¹Çóáõù` 









2
, it

itBx


: ²Û¹ ¹»åùáõÙ,  -Ç ÁÝïñáõÃÛ³Ý ßÝáñÑÇí, 

 
ititBx , :  

 ²ÛëåÇëáí`   KtBxx
iti  ,,  ¨,  (4.5)-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ïëï³Ý³Ýù` 

 )()( xfxf :  

 
¢5. ²ÜÀÜ¸Ð²î ²ðî²ä²îÎºðàôØÜºð 

 

 1. ²ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÝ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÇ É»½íáí: ¸Çóáõù mRX   

¨ kRXf : , ³ÛëÇÝùÝ` f  ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ áñáßí³Í ¿ X  µ³½-

ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ¨ ³ñÅ»ùÝ»ñ ¿ ÁÝ¹áõÝáõÙ kR  ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÇó: Úáõñ³-

ù³ÝãÛáõñ XA  »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ )(Af  ëÇÙíáÉáí Ýß³Ý³Ï»Ýù 

³ÛÝ )(xf  Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿ Ax  

å³ÛÙ³ÝÁ` 

 ( ) : ( ) :f A f x x A  : 

 )(Af -Ý ÏáãíáõÙ ¿ A  µ³½ÙáõÃÛ³Ý å³ïÏ»ñ: 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, Ï³Ù³Û³Ï³Ý kRU   µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ )(1 Uf   

ëÇÙíáÉáí Ýß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ µáÉáñ Xx  Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù 

µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý Uxf )(  å³ÛÙ³ÝÇÝ` 
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 1( ) : : ( )f U x X f x U    : 

 )(1 Uf  -Ý ÏáãíáõÙ ¿ U  µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ý³Ë³å³ïÏ»ñ: 

 Ð³ïáõÏ Ýß»Ýù, áñ ³Ûë ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç f  ³ñï³å³ïÏ»ñÙ³Ý 

Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇáõÃÛáõÝÁ ãÇ å³Ñ³ÝçíáõÙ: 

 ²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ km RRf :  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ mRx 0  

Ï»ïáõÙ: ²ÛëÇÝùÝ` Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   

ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

  )()( 00 xfxfxx , 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 

    ),()(),( 00 xfBxfxBx  :                           (5.1) 

 (5.1) å³ÛÙ³ÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É ÇÝãå»ë 

       ),(),( 00 xfBxBf              (5.2) 

ï»ëùáí, ³ÛÝå»ë ¿É Ý³Ë³å³ïÏ»ñÇ ÙÇçáóáí` 

   ),(),( 0
1

0 xfBfxB  :                             (5.2') 

 Â»áñ»Ù 5.1: àñå»ë½Ç ),( km RRCf  , ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ kRU   µ³ó µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ý³Ë³å³ïÏ»ñÁ` )(1 Uf  -Ý, 
ÉÇÝÇ µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝ: 

 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: Üß³Ý³Ï»Ýù )(1 UfV   ¨ ³å³óáõó»Ýù, áñ 

V -Ý µ³ó ¿ (³ÛëÇÝùÝ` V -Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ï»ï Ý»ñùÇÝ Ï»ï ¿): 

 ¸Çóáõù Vx 0 , áñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿` Uxf )( 0 : ø³ÝÇ áñ U -Ý µ³ó ¿, 

³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ )( 0xf  Ï»ïÇ  ),( 0xfB  ßñç³Ï³Ûù, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

  UxfB ),( 0 : 

 (5.2')-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ`  ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0( , )B x   ·áõÝ¹, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   VUfxfBfxB   )(),(),( 1
0

1
0  : 

 ²ÛëåÇëáí, 0x -Ý V -Ç Ý»ñùÇÝ Ï»ï ¿, Ñ»ï¨³µ³ñ` V -Ý µ³ó ¿: 

 ´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ: ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0
mx R  Ï»ï ¨ ³å³-

óáõó»Ýù f -Ç ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÝ ³Û¹ Ï»ïáõÙ: ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí í»ñóÝ»Ýù 
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0   ÃÇíÁ ¨ áñå»ë kRU   µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝ ÁÝïñ»Ýù  ),( 0xfBU   

µ³ó ·áõÝ¹Á: Àëï Ã»áñ»ÙÇ å³ÛÙ³ÝÇ,   ),( 0
1 xfBfV   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 

µ³ó ¿: Ð»ï¨³µ³ñ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0x V  Ï»ïÇ ),( 0 xB  ßñç³Ï³Ûù, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   ),(),( 0
1

0 xfBfxB  : 

 ²ÛÅÙ, (5.2')-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 0x  Ï»ïáõÙ:  

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ f  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ áã Ã» ³ÙµáÕç mR  

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ, ³ÛÉ Ýñ³ X  »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, ³Ûë Ã»áñ»ÙÇ 
ÝÙ³Ý³ÏÁ Ó¨³Ï»ñåíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 

 Â»áñ»Ù 5.2: àñå»ë½Ç ( , )kf C X R , mX R , ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ kRU   µ³ó µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝ»Ý³ mRV   µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

XVUf  )(1 : 

 ► ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ: f -Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ Xx 0  Ï»ïáõÙ, Ýß³Ý³ÏáõÙ 

¿, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ 0   ÃÇí, 
³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

     1
0 0( , ) ( ),B x X f B f x   :                  (5.3) 

 ø³ÝÇ áñ U -Ý µ³ó ¿, ³å³ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 1( )x f U  Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0x   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ   UxfB x ),( : 

 (5.3)-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 0x  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0x   ÃÇí, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

     )(),(),( 11 UfxfBfXxB xx
   : 

 Üß³Ý³Ï»Ýù`  


)(1

),(
Ufx

xxBV


  : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ`  

  )(),( 1

)(1

UfXxBXV
Ufx

x






  : 

´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõóíáõÙ ¿ ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë Ý³Ëáñ¹ Ã»á-
ñ»ÙáõÙ:  
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ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏíáõÙ ¿ ³Ûë Ã»áñ»ÙÁ Ó¨³Ï»ñå»É ÷³Ï 
µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ï»ñÙÇÝÝ»ñáí ¨ ³Û¹ï»ÕÇó ëï³Ý³É Ñ»ï¨Û³É ³ñ¹ÛáõÝùÁ. 

»թե mK R  բազմությունը կոմպակտ բազմություն է և ( , )kf C K R  

ֆունկցիան հակադարձելի է, ապա 1f  -ը նույնպես անընդհատ է 
(û·ïí»ù Ñ³çáñ¹ Ã»áñ»ÙÇó): 
 2. ÎáÙå³Ïï µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï å³ïÏ»ñÁ:  
 Â»áñ»Ù 5.3: ÎáÙå³Ïï µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï å³ïÏ»ñÁ ÏáÙå³Ïï 
µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿: 

 ► ¸Çóáõù mRK   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáÙå³Ïï ¿ ¨ ),( kRKCf  : ä»ïù 

¿ ³å³óáõó»Ýù, áñ )(Kf  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¨ë ÏáÙå³Ïï ¿: 

 ¸Çóáõù µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ }{ U  ÁÝï³ÝÇùÁ Í³ÍÏáõÙ ¿ )(Kf -Ý: 

Ü³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ U  µ³ó µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ mRV   µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

    KVUf 
 )(1 : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ }{ V  µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÁÝï³ÝÇùÁ ÏÍ³ÍÏÇ K  

ÏáÙå³Ïï µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, Ñ»ï¨³µ³ñ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ í»ñç³íáñ 
»ÝÃ³Í³ÍÏáõÛÃ` 

n
VV  ,...,

1
: 

 ØÝáõÙ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 
n

UU  ,...,
1

 µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ 

ÁÝï³ÝÇùÁ ÏÍ³ÍÏÇ )(Kf -Ý: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:  

 ¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, áñ ì³Û»ñßïñ³ëÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ Ñ»ï¨áõÙ »Ý ³Ûë 

Ã»áñ»ÙÇó: Æñáù, »Ã» í»ñóÝ»Ýù 1k , ³Û¹ ¹»åùáõÙ )(Kf -Ý ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ 

Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ ÏáÙå³Ïï »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝ, ³ÛëÇÝùÝ` ÷³Ï ¨ ë³ÑÙ³-
Ý³÷³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝ: ÆëÏ ³Û¹åÇëÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ áõÝÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ 
÷áùñ³·áõÛÝ ï³ññ»ñ: 

 3. Î³å³Ïóí³ÍáõÃÛáõÝ: ¸Çóáõù nRD  -Á µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿: 

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0x D  Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ )( 0xC -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ µáÉáñ 

Dx  Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù ÑÝ³ñ³íáñ ¿ 0x -ÇÝ ÙÇ³óÝ»É µ»ÏÛ³Éáí, 

                                                
 ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ û·ï³Ï³ñ ÏÉÇÝÇ ÇÝùÝáõñáõÛÝ ëïáõ·»É ³Ûë Ï»ïÇ ëÏ½µÝ³Ù³ëáõÙ µ»ñí³Í 
åÝ¹áõÙÝ»ñÇ ×ßÙ³ñï³óÇáõÃÛáõÝÁ: 
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áñÝ ³ÙµáÕçáõÃÛ³Ùµ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ D -ÇÝ: )( 0xC -Ý 0x  Ï»ïÁ å³ñáõÝ³ÏáÕ 

D  µ³½ÙáõÃÛ³Ý µ³ó ¨ Ï³å³Ïóí³Í »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿: ²í»ÉÇÝ` ³ÛÝ ³Û¹ 

Ñ³ïÏáõÃÛ³Ùµ ûÅïí³Í ³Ù»Ý³Ù»Í »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿: )( 0xC -Ý ÏáãíáõÙ 

¿ D  µ³ó µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ï³å³Ïóí³ÍáõÃÛ³Ý ÏáÙåáÝ»Ýï:  
 ÜÏ³ï»Ýù, áñ ï³ñµ»ñ Ï»ï»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ÏáÙåáÝ»ÝïÝ»ñÁ 
Ï³Ù Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý Ï³Ù ã»Ý Ñ³ïíáõÙ: Ð»ï¨³µ³ñ, ÏáÙåáÝ»ÝïÝ»ñÇ 
ù³Ý³ÏÁ í»ñç³íáñ ¿ Ï³Ù Ñ³ßí»ÉÇ: 

 ºÃ» D  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³å³Ïóí³Í ã¿, ³å³ ³ÛÝ áõÝÇ ³éÝí³½Ý »ñÏáõ 

ÏáÙåáÝ»Ýï: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÏáÙåáÝ»ÝïÝ»ñÇó áñ¨¿ Ù»ÏÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù 1U , 

ÇëÏ ÙÝ³ó³Í ÏáÙåáÝ»ÝïÝ»ñÇ ÙÇ³íáñáõÙÁ` 1 2\ :D U U : 

 1U -Á ¨ 2U -Á áã ¹³ï³ñÏ, µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý ¨  

  ³)  21 UU ,  µ) 1 2U U D  :       (5.4) 

  ÖÇßï ¿ Ý³¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙÁ. »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 1U , 2U   áã ¹³-

ï³ñÏ, µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý (5.4) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, 
³å³ D -Ý Ï³å³Ïóí³Í ã¿:  

 ²í»ÉÇÝ, »Ã» ii Ux  , 1,2i  , ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ nR],[:   

³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ïáñ ³ÛÝå»ë, áñ 1)( x , 2)( x  ¨   D],[  : 

 Æñáù, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ ³Û¹åÇëÇ  , ³å³, Ýß³Ý³Ï»Éáí 

     1
0 1 1: sup [ , ] : ( ) sup ( )t t t U U        , 

¨ û·ïí»Éáí Ã»áñ»Ù 5.2-Çó, Ïëï³Ý³Ýù, áñ )( 0t  Ï»ïÁ ãÇ å³ïÏ³ÝáõÙ áã   

1U -ÇÝ, ¨ áã ¿É 2U -ÇÝ: ²ÛëÇÝùÝ` Dt )( 0 , ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 

 ²ÛÅÙ ï³Ýù Ï³å³Ïóí³ÍáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1: nRE   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ãÏ³å³Ïóí³Í, »Ã» 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 1U , 2U  µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  

³)  21 UU , µ)  EU1 ,  EU 2 , ·) 21 UUE  :   (5.5) 

 Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ E  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ï³å³Ïóí³Í:  
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 ²ÛëÇÝùÝ` E  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ï³å³Ïóí³Í, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ 

ãáõÝ»Ý 1U  ¨ 2U  µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý (5.5) 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: 
 î³Ýù Ï³å³Ïóí³ÍáõÃÛ³Ý Ù»Ï ³ÛÉ ë³ÑÙ³ÝáõÙ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2: nREE 21 ,  áã ¹³ï³ñÏ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý 

³Ýç³ï»ÉÇ, »Ã»  2121 EEEE : 

 nRE   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ï³å³Ïóí³Í, »Ã» ³ÛÝ ÑÝ³ñ³íáñ ã¿ 

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É 1E  ¨ 2E  áã ¹³ï³ñÏ ³Ýç³ï»ÉÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇ³íáñ-

Ù³Ý ï»ëùáí:  
 Ð»ï¨³µ³ñ, E -Ý Ï³å³Ïóí³Í ã¿, Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿` ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 

1 2,E E  áã ¹³ï³ñÏ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 

  ³) 21 EEE  ;  µ)  2121 EEEE :                (5.6) 

 ²å³óáõó»Ýù, áñ (5.5)-Á ¨ (5.6)-Á Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý: 

  (5.5)-Çó (5.6)-Á µË»óÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ýß³Ý³Ï»Ýù` 

11 EEU  , 22 EEU  : 

²Û¹ ¹»åùáõÙ (5.6)-Ç ³) å³ÛÙ³ÝÝ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý Ïµ³í³ñ³ñíÇ: (5.6)-Ç µ) 

å³ÛÙ³ÝÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ 110 UEx  : ø³ÝÇ áñ 

1U -Á µ³ó ¿, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0 1( , )B x U  : Ð»ï¨³µ³ñ, 20 Ex  , 

³ÛëÇÝùÝ`  21 EE :  

 ÜáõÛÝ Ó¨áí Ïëïáõ·íÇ Ý³¨ µ) å³ÛÙ³ÝÇ ÙÛáõë Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

 ²ÛÅÙ (5.6)-Çó µË»óÝ»Ýù (5.5)-Á: Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ 

  
1 2

2 1

0 ( , )

0 ( , )
p p

q q

p E B p E

q E B q E

 

 

     

     
 :              (5.7) 

 Üß³Ý³Ï»Ýù`  

   
1

2
,1

Ep

ppBU













,  

2
2

,2
Eq

qqBU













: 
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 (5.5)-Ç µ) ¨ ·) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÝ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý Ïµ³í³ñ³ñí»Ý: ØÝáõÙ ¿ 
³å³óáõó»É ³) å³ÛÙ³ÝÁ:  

 ºÝÃ³¹ñ»Ýù Ñ³Ï³é³ÏÁ`  21 UU : ²Û¹ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 

1p E , 2Eq  Ï»ï»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 


















2

,
2

, qp qBpB


: 

 ²ÛÅÙ, »Ã» x -Á å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ³Û¹ Ñ³ïáõÛÃÇÝ ¨ pq   , ³å³  

p
qpqxxpqp 




22
, 

ÇÝãÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ),( ppBq  : àõëïÇ  2),( EpB p , áñÁ 

Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ (5.7)-ÇÝ: 
 4. Î³å³Ïóí³Í µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï å³ïÏ»ñÁ: 
 Â»áñ»Ù 5.4: Î³å³Ïóí³Í µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï å³ïÏ»ñÁ 
Ï³å³Ïóí³Í µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿:  

 ► ¸Çóáõù mRE   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³å³Ïóí³Í ¿ ¨ ),( kRECf  : 

òáõÛó ï³Ýù, áñ )(Ef -Ý ÝáõÛÝå»ë Ï³å³Ïóí³Í ¿: 

 ²å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 
kRUU 21 ,  µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  

³)  21 UU , µ)  )(1 EfU ,  )(2 EfU , 

·) 21)( UUEf  : 

 Üß³Ý³Ï»Ýù ii EUf  )(1 , 1,2i  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ 1E  ¨ 2E  

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ¹³ï³ñÏ ã»Ý ¨  

³) 21 EEE  ,  µ)  2121 EEEE : 

 ²ÛëÇÝùÝ` E -Ý Ï³å³Ïóí³Í ã¿, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿:  

 Ð»ï¨³Ýù: ºÃ» mRE   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³å³Ïóí³Í ¿ ¨ )(ECf  , 

³å³ )(Ef -Ý ÙÇç³Ï³Ûù ¿: 
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 ²Ûë Ñ»ï¨³ÝùÝ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óÝáõÙ ¿ ´áÉó³Ýá - ÎáßÇÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ: 

 ► Â»áñ»Ù 5.4-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, )(EfY   µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³å³Ïóí³Í ¿: 

Ø»½ ÙÝáõÙ ¿ ³å³óáõó»É, áñ R -áõÙ Ï³å³Ïóí³Í Y  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 
ÙÇç³Ï³Ûù ¿:  

ºÝÃ³¹ñ»Ýù Ñ³Ï³é³ÏÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý Yyy 21 ,  Ãí»ñ ¨ 

1 2( , )z y y  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇù, áñ Yz : Üß³Ý³Ï»Éáí ),(1 zU  , 

),(2  zU ` Ïëï³Ý³Ýù, áñ 1U  ¨ 2U  µ³ó µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ 

µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý (5.5) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, ³ÛëÇÝùÝ` Y -Á Ï³å³Ïóí³Í ã¿: ¸³ 
Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿:   
 
 



 220 

VIII ¶ÈàôÊ  
 

Âì²ÚÆÜ üàôÜÎòÆ²ÜºðÆ ¸ÆüºðºÜòÆ²È Ð²ÞÆì 
 

¢1. Ø²êÜ²ÎÆ ²Ì²ÜòÚ²ÈÜºð ºì ¸ÆüºðºÜòÆ²È 
 

 1. Ø³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ:  ¸Çóáõù ),( yxfu   ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 

2RD   µ³ó ïÇñáõÛÃáõÙ ¨ DyxM  ),( 000 :  

 Üß³Ý³Ï»Ýù ),(),( 0000 yxfyxxfux  , áñï»Õ 0xxx   

³×Á* í»ñóíáõÙ ¿ ³ÛÝù³Ý ÷áùñ, áñ ),( 00 yxxM   Ï»ïÁ ¹áõñë ã·³ D  

ïÇñáõÛÃÇó: ux -Ý ÏáãíáõÙ ¿ ( , )u f x y  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³×` Áëï 

x  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  

   
h

yxfyhxf
x
u

h

x

x

),(),(
limlim 0000

00








 

ë³ÑÙ³ÝÁ (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç), ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ ),( yxfu   

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³É` Áëï x -Ç, ),( 000 yxM   Ï»ïáõÙ, ¨ 

Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 0 0( , )u x y
x




, 
x

yxf


 ),( 00 , )( 0M
x
f



, 0 0( , )xu x y , ),( 00 yxf x , 

)( 0Mf x  ëÇÙíáÉÝ»ñÇó áñ¨¿ Ù»Ïáí: 

 ÜÙ³Ý Ó¨áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ý³¨ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ Áëï 
y -Ç: 

 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 1) yxu  , 1

 yyx

x
u

; xx
y
u y ln



: 

 2) 
y
xarctgu  , 22 yx

y
x
u







, 22 yx
x

y
u







: 

                                                
* Ø»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹»åùáõÙ ÁÝ¹áõÝí³Í ï»ñÙÇÝÝ»ñÝ û·ï³·áñÍíáõÙ »Ý Ý³¨ 
³Ûëï»Õ: 
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 3) ºÃ» 








   

  

»ñµ

»ñµ

0,1
0,0

),(
xy
xy

yxf , ³å³ 0)0,0( 



x
f

, 0)0,0( 


y
f

: 

 ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ ),...,( 1 mxxfu   ýáõÝÏóÇ³Ý 

áñáßí³Í ¿ mRD   µ³ó ïÇñáõÛÃáõÙ ¨ Dxxx m  ),...,( 0
1
00 : Üß³Ý³Ï»Ýùª 

),...,(),...,,,,...,( 0
1
00

1
00

1
0

1
0

mmiii
x xxfxxhxxxfui   , 

 áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ u  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³×` Áëï ix  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

h
uix

h


0

lim  

ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ u  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³É 0x  

Ï»ïáõÙ` Áëï ix -Ç, ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 0( )i

u x
x



, )( 0x
x
f

i


, 0( )ix
u x , )( 0xf ix

  

ëÇÙíáÉÝ»ñÇó áñ¨¿ Ù»Ïáí: 

 2. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Á: Ü³Ë ¹Çï³ñÏ»Ýù ),( yxfu   »ñÏáõ 

÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùÁ:  

 Üß³Ý³Ï»Ýùª ),(),( 0000 yxfyyxxfu  : ²ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ³× ª ),( 00 yx  Ï»ïáõÙ (Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ Ý³¨` ),( 00 yxf ):  

 Â»áñ»Ù 1.1: ºÃ» ),( 00 yx  Ï»ïÇ ÙÇ áñ¨¿ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 

),( yxf x  ¨ ),( yxf y  í»ñç³íáñ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ¨ ¹ñ³Ýù 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ),( 00 yx  Ï»ïáõÙ, ³å³ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ³×Ç Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¿ 

Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨Á. 

 yxyyxfxyxfu yx  210000 ),(),(  ,          (1.1) 

áñï»Õ 1  ¨ 2  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Ï³Ëí³Í »Ý x , y  ³×»ñÇó ¨ Ýñ³Ýó Ñ»ï 

Ù»Ïï»Õ Ó·ïáõÙ »Ý ½ñáÛÇª 0i  , »ñµ , 0x y   , 2,1i : 

 ► ²å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ u  ÉñÇí ³×Á Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ñ»ï¨Û³É 

ï»ëùáí` 
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 

 
0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , ) :

u f x x y y f x y y

f x y y f x y

         

   
               (1.2) 

 ²Ûëï»Õ ³é³çÇÝ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

Ù³ëÝ³ÏÇ ³×` Áëï x -Ç ( ),( 00 yyx   Ï»ïáõÙ), ÇëÏ »ñÏñáñ¹Á` Áëï y -Ç: 

²ÛëÇÝùÝ` ¹ñ³Ýù Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³×»ñ »Ý: ¸ñ³ÝóÇó 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇ Ñ³Ù³ñ ÏÇñ³é»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ 

µ³Ý³Ó¨Á` Ïëï³Ý³Ýù 

yyyxfxyyxxfu yx  ),(),( 200010  ; 10  i , 2,1i  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ²ÛÅÙ, Ýß³Ý³Ï»Éáí  

0 1 0 0 0 1( , ) ( , ) :x xf x x y y f x y        , 

0 0 2 0 0 2( , ) ( , ) :y yf x y y f x y      , 

Ïëï³Ý³Ýù (1.1)-Á: Æñáù, Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý 

ßÝáñÑÇíª 0i , »ñµ , 0x y   , 2,1i :  

 ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ ³Ûë Ã»áñ»ÙÁ ÏÓ¨³Ï»ñåíÇ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 

 Â»áñ»Ù 1.2:* ºÃ» ),...,( 1 mxxfu   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ µáÉáñ Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý 0x  

Ï»ïáõÙ, ³å³ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ³×Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É 

ï»ëùáí` 

  
,)()(

),...,(),...,(
1

10
1

0

00
10

11
0

1
m

m
m

xx

m
mm

hhhxfhxf
xxfhxhxfu

m  




                 (1.3) 

áñï»Õ 0i  , »ñµ 0),...,( 1  mhhh   ( )0,...,0,0(0  ): 

 ²å³óáõóíáõÙ ¿ Ý³Ëáñ¹Ç å»ë, ÙÇ³ÛÝ Ã» ³Ûë ¹»åùáõÙ (1.2)-Ç ÷áË³ñ»Ý 

u -Ý ÏÝ»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

                                                
* ú·ïíáõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³É Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÇó` 1( ,..., )mx x x , 1

0 0 0( ,..., )mx x x , 

0
i i i ix x x h    ; 0( ) ( )u f x f x   : 
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

:),...,,,...,(

),...,,,,...,(

0
11

00
1
0

1
0

11
00

1
0

1
0

mmiii

m

i

mmiiiii

hxhxxxf

hxhxhxxxfu










  

 Ð»ï¨³Ýù: ºÃ» µ³í³ñ³ñíáõÙ »Ý Ã»áñ»Ù 1.2-Ç å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ, ³å³ f  

ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 0x  Ï»ïáõÙ: 

 ► Æñáù, Áëï (1.3)-Çª 

1
1 1

0 0 0 0 0

0 0
1

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) 0 ( ),

m
m m

x x
m

i i
i

i

f x f x f x x x f x x x

x x x x


       

   



 

ù³ÝÇ áñ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 

0 0( ) ( , 1,..., )i ix x x x i m    :  

 üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Ý ³í»ÉÇ ÏáÙå³Ïï ï»ëùáí ·ñ»Éáõ 
Ýå³ï³Ïáí Ýß³Ý³Ï»Ýùª 

2
0

21
0

1
0 )()( mm xxxxxx   : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙª  

)()(
1

01
1 


 oxxxhh

m

i

ii

i
m

m 


 


 , »ñµ 0 , 

áñï»Õ 

0

1
( ) 0

i im

i
i

x x
x 




  , »ñµ 0      













10



ii xx
: 

 Ð»ï¨³µ³ñ, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Á ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 

 
 

1
1 1 1 1

0 0 0 0

0 0

( ,...., ) ( ,..., ) ( )( )

( )( ) ( ) 0 ,m

m m
x

m m
x

u f x x f x x f x x x

f x x x o  

      

   


         (1.3') 

 

                                                
 ÖÇßï ¿ Ý³¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙÁª 

2 0
0 0

1 1

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) : ( )
i in n

i i i i
i

i i

x xo x x x x        
  


          :  
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Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª 

 
 

1
1 1 1 1
0 0 0 0 0

0

( ,...., ) ( ,..., ) ( )

( ) ( ) 0 :m

m m m
x

m
x

f x h x h f x x f x h

f x h o  

     

  


   (1.3") 

 ²ÛÅÙ µ»ñ»Ýù ÙÇ ûñÇÝ³Ï, áñÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ Ó¨³Ï»ñå³Í 
Ã»áñ»ÙÝ»ñÇ Ù»ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý å³Ñ³ÝçÝ 
³í»Éáñ¹ ã¿: ¸Çï³ñÏ»Ýù 

22

2

),(
yx

yxyxf


 ,  0)0,0( f  

ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³ÙµáÕç Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ((0,0) Ï»ïáõÙ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ xyxf
2
1),(   ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó): 

´³óÇ ¹ñ³ÝÇó, ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ í»ñç³íáñ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ 
Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ: Æñáù, (0,0) Ï»ïáõÙ Ù³ëÝ³ÏÇ ³×»ñÁ 0 »Ý, 
áõëïÇ ³Û¹ Ï»ïáõÙ 0 »Ý Ý³¨ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: ØÝ³ó³Í Ï»ï»ñáõÙ 
í»ñç³íáñ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ Ïáïáñ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÇ í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇó*: 
 ²ÛÅÙ Ñ³Ùá½í»Ýù, áñ ³Ûë ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ (0,0) Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
³×Ç µ³Ý³Ó¨Á ×Çßï ã¿: ÆëÏ³å»ë, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª  

  22
22

2

)()(
)()(

)0,0( yx
yx

yxf 



  , 0 , 

áñï»ÕÇó ¿É, í»ñóÝ»Éáí 0 xy , Ïëï³Ý³Ýùª  

xx


 2
2

 , 
22

1
 , 

ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ ¿: 
 3. ¸Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É: ¸Çóáõù ),( yxfz   ýáõÝÏóÇ³Ý 

áñáßí³Í ¿ 2RD   ïÇñáõÛÃáõÙ (µ³ó) ¨ DyxM  ),( 000 : 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: f  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ 0M  Ï»ïáõÙ, »Ã» 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý RBA ,  Ãí»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ  

                                                
* Ø»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ï»ëáõÃÛáõÝÁ ÏÇñ³é»ÉÇ ¿ 
Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ: 
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 

0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )
( ) 0 ,

z f x y f x x y y f x y
A x B y o  

        

     
 (1.4) 

áñï»Õ 22 yx  : 

 üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Á ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë ëï³Ý³É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³Ý: üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ³×Ç 
í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ó¨³Ï»ñå»É Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå` 

 »Ã» f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý 0M  

Ï»ïáõÙ*, ³å³ f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³Û¹ Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 

 ê³Ï³ÛÝ Ñ³Ï³é³Ï åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ã¿: àñå»ë ûñÇÝ³Ï ¹Çï³ñÏ»Ýù 

2 1( , ) sinz x y x
x

 , (0,0) 0z   ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÁ (0,0)  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ 

¿, µ³Ûó Áëï x -Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ã¿: 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ¹Åí³ñ ã¿ ³å³óáõó»É, áñ »Ã» ),( yxf  ýáõÝÏóÇ³Ý 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0M  Ï»ïáõÙ, ³å³ ³ÛÝ 0M  Ï»ïáõÙ áõÝÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨  

)( 0MfA x ,  )( 0MfB y : 

 Æñáù, (1.4) µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç í»ñóÝ»Ýù 0y , 0x  ¨ Ïëï³Ý³Ýùª 

  0 0 0 0 ( )( , ) ( , ) ( 0)
o xf x x y f x y A A x

x x
  

    
 

: 

 ÜÙ³Ý Ó¨áí Ï³å³óáõóíÇ Ý³¨ ÙÛáõë Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 (1.4) Ï³Ù (1.1) µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç Ù³ëÝ³ÏóáÕ 

yMfxMfyBxA yx  )()( 00  

³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ·Í³ÛÇÝ Ù³ë Ï³Ù ·ÉË³íáñ 
Ù³ë: 
 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ¸Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ·Í³ÛÇÝ Ù³ëÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³Û¹ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ df  ëÇÙíáÉáí` 

yMfxMfMdf yx  )()()( 000 : 

                                                
* ºÝÃ³¹ñíáõÙ ¿, áñ f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0M -Ç ßñç³Ï³ÛùáõÙ áõÝÇ í»ñç³íáñ Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ:  
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 Ø³ëÝ³íáñ³µ³ñ, í»ñóÝ»Éáí ( , )f x y x , Ïëï³Ý³Ýù xdx  , áõ 

ÝÙ³Ý Ó¨áí` ydy  : Ð»ï¨³µ³ñ, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ý³¨ 

dyMfdxMfMdf yx )()()( 000   

ï»ëùáí: 

 ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ ),...,( 1 mxxfu   ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ¹Çý»-

ñ»Ýó»ÉÇ ),...,( 0
1
00

mxxx   Ï»ïáõÙ, »Ã» f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ³×Á 0x  Ï»ïáõÙ 

Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

  
1 1 1
0 0 0 0

1
1

: ( ,..., ) ( ,..., )

( ),

m m m

m
m

u f x x x x f x x

a x a x o 

       

    
                (1.4') 

»ñµ 1 2 2: ( ) ( ) 0mx x       :  

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

)( 0x
x
fa ii 


 , 

¨  

m
m dxx

x
fdxx

x
fxdf )()()( 0

1
010 







  : 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí Ã»áñ»Ù 1.2-Áª ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç µ³Ý³Ó¨Á Ù»½ ï³ÉÇë ¿ 
¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ»ï¨Û³É µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ. 

 Â»áñ»Ù 1.3: ºÃ» ),...,( 1 mxxfu   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ µáÉáñ Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý 0x  

Ï»ïáõÙ, ³å³ f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 

 4. ¸Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ 

),( yxfz   ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 2RD   ïÇñáõÛÃáõÙ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

Ýñ³ ·ñ³ýÇÏÁ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃ ¿, áñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù S -áí:  

 ºÝÃ³¹ñ»Ýù Ý³¨, áñ ),( yxfz   ýáõÝÏóÇ³Ý ),( 000 yxM   Ï»ïáõÙ 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿` 
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)()()( 000 oyyBxxAzz  , 0 ,  0 0 0: ( , )z f x y    (1.4°°) 

¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù  

)()( 000 yyBxxAzZ  , 

Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ, áñÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ ),,( 000 zyx  Ï»ïáí ¨ áñÇ ÷á÷áË³Ï³Ý Ï»ïÇ 

Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÝ »Ýª ),,( Zyx : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ (1.4°°) å³ÛÙ³ÝÁ ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

)(oZz  , 0 , 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª 

   0 ( 0)
z Z





  :                               

(1.5) 
 àñå»ë½Ç Ñ³ëÏ³Ý³Ýù ³Ûë å³ÛÙ³ÝÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ, 
µ»ñ»Ýù ßáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ. 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ),( yxfz   Ñ³í³ë³ñÙ³Ùµ áñáßíáÕ S  Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ 

),,( 0000 zyxP   Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ   Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ S  Ù³-

Ï»ñ¨áõÛÃÇ ßáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ 0P  Ï»ïáõÙ, »Ã»  

 00d P P
r
  ,                  (1.6) 

áñï»Õ r -Á Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ SzyxP  ),,(  ÷á÷áË³Ï³Ý Ï»ïÇ Ñ»é³íáñáõ-

ÃÛáõÝÝ ¿ SP 0  Ï»ïÇó, ÇëÏ d -Ý P  Ï»ïÇ Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÝ ¿ ³Û¹ 

Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÇó: 

2 2 2r x y z     , 

22 yx   

PQdPQ  , 

)(,00 xyPMMP   

ZzPN  :   
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 ø³ÝÇ áñ cos
PN
d

, áñï»Õ  -Ý Ï³Ëí³Í ã¿ P -Çó ( -Ý )(xy  ¨   

Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÝáñÙ³ÉÝ»ñÇ Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÝ ¿), ³å³ (1.6) å³ÛÙ³ÝÁ 
Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ 

     00
z Z

M M
r


                                (1.7) 

å³ÛÙ³ÝÇÝ:               
 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, r , Ñ»ï¨³µ³ñ, (1.5)-Çó µËáõÙ ¿ (1.7)-Á: ²ÛëÇÝùÝ` »Ã» 

),( yxfz   ýáõÝÏóÇ³Ý ),( 000 yxM   Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ³å³ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ ),,( 0000 zyxP   Ï»ïáõÙ áõÝÇ ßáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ, 

áñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¿ª 

))(,())(,( 0000000 yyyx
y
fxxyx

x
fzZ 








 , 

ÇëÏ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ ³Û¹ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ³åÉÇÏ³ïÇ ³×Ý ¿: 
 ²ÛÅÙ ³å³óáõó»Ýù, áñ »Ã»   Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ ßáß³÷áõÙ ¿ S  

Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÁ, ³å³ f -Á ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0M  Ï»ïáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ` (1.7)   

(1.5): 

 ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¿ ³å³óáõó»Ýù, áñ /r  Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: ø³ÝÇ áñ  


zzr 








 
 11

2

, 

³å³ µ³í³Ï³Ý ¿ óáõÛó ï³É, áñ 

z

-Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: 

 Æñáù, (1.7)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

rZzMM  0 : 
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 Ø³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ, »ñµ 3m , 


 ÙÇ³íáñ í»ÏïáñÁ* Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ 
áõÕÕáñ¹ ÏáëÇÝáõëÝ»ñÇ ÙÇçáóáí` 

)cos,cos,(cos  


: 

 ²Ûë ¹»åùáõÙ ( , , )u f x y z  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ),,( 0000 zyxM   

Ï»ïáõÙ 


 í»ÏïáñÇ áõÕÕáõÃÛ³Ùµ ((1.12')-Ç ÷áË³ñ»Ý) ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É 
ï»ëùÁ` 

 


cos)(cos)(cos)()( 0000 M
z
fM

y
fM

x
fMf















 :          

                                                
* 3R -áõÙ í»ÏïáñÁ Ñ³×³Ë ·ñíáõÙ ¿` ·ÉËÇÝ ëÉ³ù ¹Ý»Éáí: 
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 ²Ûë µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç ³ç ÏáÕÙÇ ·ñí³ÍÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ 


 ¨ 


















 )(),(),( 000 M
z
fM

y
fM

x
fg  í»ÏïáñÝ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, 

Ñ»ï¨³µ³ñ ³ÛÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ý³¨ 

   ),( 



 gf





                               (1.13') 

ï»ëùáí: g  í»ÏïáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³¹Ç»Ýï 0M  Ï»ïáõÙ ¨ 

Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ fgrad  ëÇÙíáÉáí: 

 ºÃ» 


 ¨ g  í»ÏïáñÝ»ñÇ Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù  -áí, ³å³  

    coscos),(  ggg 
: 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ (1.13')-Á ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 

 


cos

 gf 
 :                    (1.13") 

 ²Ûëï»ÕÇó »ñ¨áõÙ ¿, áñ 




f

-Ý ÏÁÝ¹áõÝÇ Çñ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ ³ÛÝ 

¹»åùáõÙ, »ñµ 0 : ²ÛëÇÝùÝ` ·ñ³¹Ç»ÝïÁ ³ÛÝ í»ÏïáñÝ ¿, áñÇ áõÕÕáõ-

ÃÛ³Ùµ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Çñ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ, ¨ 

³Û¹ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ fgrad :  

 9. Ð³Ù³ë»é ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: ¸Çóáõù ),...,( 1 mxxfu   ýáõÝÏóÇ³Ý 

áñáßí³Í ¿ mRD   ïÇñáõÛÃáõÙ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0x D  Ï»ïÇ 

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 1t    å³ÛÙ³ÝÇÝ 

µ³í³ñ³ñáÕ t  Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ  áõÝÇ 

   0tx D                                (1.14) 

å³ÛÙ³ÝÁ: 
 Æñáù, »ñµ 00 x , (1.14)-Á ³ÏÝÑ³Ûï ¿, ÇëÏ »ñµ 00 x , ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

0  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0( , )B x D  : ø³ÝÇ áñ  

0 0 0: 1x tx x x x t     , 

áõëïÇ áñå»ë   Ï³ñáÕ »Ýù í»ñóÝ»É 
0x


 ÃÇíÁ: 
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 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: mRD   ïÇñáõÛÃáõÙ áñáßí³Í ( )u f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 

ÏáãíáõÙ ¿ p  ³ëïÇ×³ÝÇ Ñ³Ù³ë»é ýáõÝÏóÇ³ D  ïÇñáõÛÃáõÙ, »Ã» Ûáõñ³-

ù³ÝãÛáõñ x D  ¨ tx D  Ï»ï»ñÇ Ñ³Ù³ñ  1t R  µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿ 

   ( ) ( )pf tx t f x                               (1.15) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

 Â»áñ»Ù 1.7: ºÃ» D  ïÇñáõÛÃáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ )(xfu   ýáõÝÏóÇ³Ý ³Û¹ 

ïÇñáõÛÃáõÙ p  ³ëïÇ×³ÝÇ Ñ³Ù³ë»é ýáõÝÏóÇ³ ¿, ³å³ D  ïÇñáõÛÃáõÙ ³ÛÝ 

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ` 

  1
1

m
m

u ux x p u
x x
 

   
 

 :                    (1.16) 

 ²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ¾ÛÉ»ñÇ µ³Ý³Ó¨: 
 ► ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý x D  Ï»ï ¨ (1.16)-Á ³å³óáõó»Ýù ³Û¹ 

Ï»ïáõÙ: ú·ïí»Éáí ßÕÃ³ÛÇ Ï³ÝáÝÇó` ³Í³Ýó»Ýù (Áëï t -Ç) (1.15) Ñ³í³-

ë³ñáõÃÛ³Ý Ó³Ë ¨ ³ç ÏáÕÙ»ñáõÙ ·ñí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ. 

  1 1 1
1 ( ) ( ) ( ,..., )m p m

m

f ftx x tx x pt f x x
x x

 
  

 
 : 

 ²Ûëï»Õ ï»Õ³¹ñ»Éáí 1t ` Ïëï³Ý³Ýù (1.16)-Á:  

 ÖÇßï ¿ Ý³¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙÁ.  

 Â»áñ»Ù 1.7’: D  ïÇñáõÛÃáõÙ (1.16) Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ µ³í³ñ³ñáÕ 

)(xfu   ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý p  ³ëïÇ×³ÝÇ Ñ³Ù³ë»é ýáõÝÏóÇ³ ¿: 

 ► 1t  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ Ñ³ßí»Ýù 0( )( ) : p

f txt
t

  , Dx 0  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ` 

  

1
0 0 0 0 01

1

( ) ( ) ( )
( )

m
m

p

f ftx x tx x t pf tx
x xt

t
 

        


:               (1.17) 

 ¾ÛÉ»ñÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç í»ñóÝ»Éáí 0txx  ` ÏÑ³Ùá½í»Ýù, áñ (1.17) Ïáïá-

ñ³ÏÇ Ñ³Ù³ñÇãÁ ½ñá ¿, Ñ»ï¨³µ³ñ, 0)(  t : 
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 àñ»ÙÝ )1()(   constt , ³ÛëÇÝùÝ`  

)(
)(

0
0 xf

t
txf
p  , 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 

),...,(),( 0
1
00

1
0

mpm xxfttxtxf  , Dx 0 :  

 
¢2. ´²ðÒð Î²ð¶Æ ²Ì²ÜòÚ²ÈÜºð ºì ¸ÆüºðºÜòÆ²ÈÜºð 

 
 1. ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ: ¸Çóáõù  

1( ,..., )mu f x x  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ mRD   ïÇñáõÛÃáõÙ ¨ 
ix

u



 

Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ D  ïÇñáõÛÃÇ µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ ¨ 
í»ñç³íáñ ¿: 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ ),...,( 1 m
ii

xx
x
f

x
u








 ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ D  

ïÇñáõÛÃáõÙ áñáßí³Í ÙÇ Ýáñ ýáõÝÏóÇ³: ºÃ» ³Û¹ Ýáñ ýáõÝÏóÇ³Ý Dx 0  

Ï»ïáõÙ áõÝÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³É Áëï jx -Ç, ³å³ ³Û¹ Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ u  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³É 

¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 
ji xx

u


 2

,  
ji xxu  , 

ji xx
xf


 )( 0
2

  Ï³Ù  )( 0xf
ji xx  ëÇÙíáÉÝ»ñÇó 

áñ¨¿ Ù»Ïáí: 

 ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ji  , 
ii xx

u


 2

 ·ñ»Éáõ ÷áË³ñ»Ý ·ñáõÙ »Ýù 
2

2

ix
u




 

(ÇÝãå»ë Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùáõÙ), ÇëÏ »ñµ ji  , 
ji xx

u


 2

 

»ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý Ë³éÝ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ: 
 ÆÝ¹áõÏïÇí Ï»ñåáí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý »ñÏáõëÇó µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ` 



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

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



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: 
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 úñÇÝ³Ï` 
y
xarctgu  , 22 yx

y
x
u







, 22 yx
x

y
u







; 

2222

2

)(
2

yx
xy

x
u








,  222

222

)( yx
yx

yx
u








, 

222

222

)( yx
yx

xy
u








, 2222

2

)(
2

yx
xy

y
u







 : 

 ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, xyu   ¨ yxu   Ë³éÝ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý: 

²é³çÇÏ³ÛáõÙ Ï³å³óáõó»Ýù, áñ ³Ûë »ñ¨áõÛÃÁ å³ï³Ñ³Ï³Ý ã¿, ÇëÏ ÑÇÙ³ 
µ»ñ»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ûñÇÝ³Ï, áñÇ Ë³éÝ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ ã»Ý: 

 ¸Çóáõù` 22

22

),(
yx
yxxyyxf




 , 0)0,0( f : òáõÛó ï³Ýù, áñ 

1)0,0( xyf ,  1)0,0( yxf : 

  ú·ïí»Ýù Ñ»ï¨Û³É ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝÇó. »Ã» 0)0(  , ³å³ 

t
t

t

)(lim)0(
0




 : ²Ûë ¹ÇïáÕáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` 

yyf x  ),0( , xxf y  )0,( : 

 ¶ñí³Í Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ×Çßï »Ý Ý³¨ 0x   ¨ 0y   ³ñÅ»ùÝ»ñÇ 

¹»åùáõÙ, áñáíÑ»ï¨ f  ýáõÝÏóÇ³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý ³é³ÝóùÝ»ñÇ íñ³ 

ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 0 ³ñÅ»ùÁ: ²Í³Ýó»Éáí ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ` Ïëï³Ý³Ýù 
å³Ñ³ÝçíáÕ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 ²ÛÅÙ ë³ÑÙ³Ý»Ýù µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: D  ïÇñáõÛÃáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ 1( ,..., )mu f x x  ýáõÝÏóÇ³Ý 

ÏáãíáõÙ ¿ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ 0 0
0 1( ,..., )mx x x D   Ï»ïáõÙ, »Ã» 

mx
u

x
u





 ,,

1

  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý 0x  Ï»ïáõÙ: 

 üáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿ u  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ»ï¨Û³É µ³í³ñ³ñ å³Û-
Ù³ÝÁ. 
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 »Ã» D  ïÇñáõÛÃáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ u  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ µáÉáñ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç 

Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý 0x  Ï»ïáõÙ, ³å³ u -Ý ³Û¹ Ï»-

ïáõÙ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 

 ºÃ» u -Ý 0x  Ï»ïáõÙ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ³å³ mxx ,...,1  

³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ mdxdx ,...,1  ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÁ Ñ³ëï³ï³-

·ñ»Éáõ ¹»åùáõÙ 

i

m

i i

dx
x
udu 

 



1

 

ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0x  Ï»ïáõÙ: ²Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ 

ÏáãíáõÙ ¿ u  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 

ud 2  (Ï³Ù` 2
0( )d f x ): 

 ú·ïí»Éáí ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÇó` Ïëï³Ý³Ýù, áñ 

1 2

1 2 1 2

2

1 1

2 2

1 1 , 1

( )

:

m n

i i
i ii i

m m m

j i i i
i j i ii j i i

u ud u d du d dx d dx
x x

u udx dx dx dx
x x x x

 

  

     
             
  

  
     

 

  
 

 ÆÝ¹áõÏïÇí Ï»ñåáí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý »ñÏáõëÇó µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç 
¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ. 

 D  ïÇñáõÛÃáõÙ ( 1n )-³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ u  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ n -

³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ 0x D  Ï»ïáõÙ, »Ã» Ýñ³ µáÉáñ ( 1n )-ñ¹ Ï³ñ·Ç 

Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý 0x  Ï»ïáõÙ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ud n 1  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ (Ñ³Ù³ñíáõÙ ¿, áñ mdxdx ,...,1  

¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÁ Ñ³ëï³ï³·ñí³Í »Ý) ÏáãíáõÙ ¿ u  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n -ñ¹ 

Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ ud n  (Ï³Ù` )( 0xfd n ): 

 Ø³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹áí Ïëï³Ý³Ýù` 

   
n

n n

ii

m

ii ii

n
n dxdx

xx
uud 

 1

1 11,...,


 


 : 
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 2. Ê³éÝ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ: 

 Â»áñ»Ù 2.1: ¸Çóáõù ),( yxfu   ýáõÝÏóÇ³Ý ),( 00 yx  Ï»ïÇ ÙÇ ÇÝã-áñ 

ßñç³Ï³ÛùáõÙ áõÝÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ë³éÝ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ` ),( yxf xy , 

),( yxf yx : 

 ºÃ» ³Û¹ Ë³éÝ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ),( 00 yx  Ï»ïáõÙ, ³å³ 

   ),(),( 0000 yxfyxf yxxy  :             (2.1) 

 ► Üß³Ý³Ï»Ýù 

  
yx

yxfyyxfyxxfyyxxf
W





),(),(),(),( 00000000 , 

y
yxfyyxf

x





),(),(
)( 00 : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

  
x

xxx
W





)()( 00 

,  0 0( , ) ( , )
( ) x xf x y y f x y
x

y


    


: 

 ÎÇñ³é»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á` Ïëï³Ý³Ýù, áñ 

  0 0 0 0
0

( , ) ( , )
( ) x xf x x y y f x x y

W x x
y

 
 

          


, 10   : 

 ²ÛÅÙ, ÏÇñ³é»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ µ³Ý³Ó¨Ý Áëï »ñÏñáñ¹ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ, 
Ïëï³Ý³Ýù 

),( 100 yyxxfW xy   , 10 1  : 

 ø³ÝÇ áñ xyf   ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ),( 00 yx  Ï»ïáõÙ, ³å³  

  0 0 1 0 00 0
0 0

lim lim ( , ) ( , )xy xyx x
y y

W f x x y y f x y 
   
   

       :                 (2.2) 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó,   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÷áË³ñ»Ý Ý»ñÙáõÍ»Éáí 

x
yxfyxxf

y





),(),(
)( 00  ûÅ³Ý¹³Ï ýáõÝÏóÇ³Ý ¨ Ï³ï³ñ»Éáí 

ÝáõÛÝ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, Ïëï³Ý³Ýù` 
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 0 2 0 3 0 00
0

lim ( , ) ( , )yx yxx
y

f x x y y f x y 
 
 

      ,                    (2.3) 

áñï»Õ 20 1  , 30 1  : ê³ÑÙ³ÝÇ ÙÇ³ÏáõÃÛ³Ý Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

(2.2)-Çó ¨ (2.3)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿ (2.1)-Á:  

 Â»áñ»Ù 2.2: ¸Çóáõù ),( 00 yx  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý xf  , 

yf   ¨ xyf   í»ñç³íáñ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: ºÃ» xyf   ýáõÝÏóÇ³Ý 

),( 00 yx  Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ³å³ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ý³¨ yxf   

Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ¨ ),(),( 0000 yxfyxf xyyx  : 

 ► ºñµ 0y  , áõÝ»Ýù` 

0 0 0 0

0 0 0 00 0 0 0

( , ) ( , )1:

( , ) ( , )( , ) ( , ) :y y

f x x y y f x x yW
x y

f x x y f x yf x y y f x y
y x

       
  

     
  

 

 ÜÙ³Ý Ó¨áí` 

   0 0 0 0( , ) ( , )x xf x y y f x y
W

y
   




, »ñµ 0x   : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ù³ÝÇ áñ xyf  -Á ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ),( 00 yx  Ï»ïáõÙ, ³å³ ×Çßï 

¿ (2.2)-Á, ³ÛëÇÝùÝ` ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

),(lim 00
0
0

yxfW xy
y
x





 

 ÏñÏÝ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÁ: ²ÛëåÇëáí, Ã»áñ»ÙÇ »½ñ³Ï³óáõÃÛáõÝÝ ³ÝÙÇç³å»ë 

Ñ»ï¨áõÙ ¿ Ñ³çáñ¹³Ï³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇ Éñ³óáõÙÇó:  

 Â»áñ»Ù 2.3: ºÃ» ),( yxfu   ýáõÝÏóÇ³Ý ),( 00 yx  Ï»ïáõÙ »ñÏáõ ³Ý·³Ù 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ³å³ ),(),( 0000 yxfyxf yxxy  : 

 ► ì»ñóÝ»Éáí hyx  ` ÏáõÝ»Ý³Ýù (û·ï³·áñÍáõÙ »Ýù Ã»áñ»Ù 2.1-Ç 

Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ ¨ ³å³óáõÛóÁ), áñ 
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h
yhxfhyhxf

W xx ),(),( 0000  
 , 10   : 

 ²Ûë ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

 
  

0 0 0 0

0 0 0 0

1 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,

x x

x x

W f x h y h f x y
h

f x h y f x y





     

   
 

¨ û·ïí»Ýù xf   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÇó ),( 00 yx  Ï»ïáõÙ` 

 2 20 0 0 0 0 0
1 ( , ) ( , ) ( , )xyx x

W f x y h f x y h f x y h h
h

        , 

áñï»Õ 0  , »ñµ 0h  : ²ÛëåÇëáí` 

 ),( 00 yxfW xy : 

 ÜÙ³Ý Ó¨áí Ïëï³Ý³Ýù 

 ),( 00 yxfW yx , 

 áñï»Õ 0  , »ñµ 0h  : 

 Â»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ ³Ûë »ñÏáõ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó:  

 Â»áñ»Ù 2.4: ºÃ» ),...,( 1 mxxfu   ýáõÝÏóÇ³Ý n  ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 
mD R  ïÇñáõÛÃáõÙ, ³å³ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç Ë³éÝ ³Í³Ý-

óÛ³ÉÝ»ñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ï³Ëí³Í ã»Ý ³Í³ÝóÙ³Ý Ñ»ñÃ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÇó: 
 ► ÜÏ³ï»Ýù, áñ µ³í³Ï³Ý ¿ ³å³óáõó»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 

1 1 1 1

, 1 1
k k n k k n

n n

i i i i i i i i

u u k n
x x x x x x x x

 

 
   

          
:       (2.4) 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù 
11

1




 

kii

k

xx
u


 ýáõÝÏóÇ³Ý: ²ÛÝ ¹Çï³ñÏ»Ýù áñå»ë 

ki
x  ¨ 

1ki
x -Çó  Ï³Ëí³Í »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ* ýáõÝÏóÇ³, áñÝ ³éÝí³½Ý »ñÏáõ 

³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ÏÉÇÝÇ: Ð»ï¨³µ³ñ, Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 
Ïëï³Ý³Ýù 

                                                
* ØÝ³ó³Í ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ Ñ³ëï³ï³·ñí³Í »Ý: 
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   

  


        
, 

áñï»ÕÇó ¿É Ñ»ï¨áõÙ ¿ (2.4)-Á:  

 Ð»ï¨³Ýù: ºÃ» ),...,( 1 mxxfu   ýáõÝÏóÇ³Ý n  ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, 

³å³ Ýñ³ ó³ÝÏ³ó³Í n -ñ¹ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñ-

Ï³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

m
m

n

xxx
u

 

21

21

, 

áñï»Õ m ,...,1  Ãí»ñÝ ³ÙµáÕç »Ý, ni 0 , nm   1 : 

 3. ÜÛáõïáÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ µ³Ý³Ó¨Á: ²å³óáõó»Ýù, áñ ó³ÝÏ³ó³Í m  ¨ 
n  µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ×ßÙ³ñÇï ¿ Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ` 

 1 2

1

1 2 1 2
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    


 


:           (2.5) 

 ► ÎÇñ³é»Ýù Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ Áëï m -Ç: 2m  ¹»åùáõÙ 
Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ×ßÙ³ñÇï ¿. ³ÛÝ ÜÛáõïáÝÇ »ñÏ³Ý¹³ÙÇ Ñ³ÛïÝÇ µ³-
Ý³Ó¨Ý ¿` 
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21 !!
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 

xxnxx
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n
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i





 : 

 ²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ (2.5)-Á ×Çßï ¿ m -Á ã·»ñ³½³ÝóáÕ µáÉáñ n  µÝ³-
Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ¨ ³å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ ×Çßï ¿ Ý³¨ ( 1m )-Ç Ñ³Ù³ñ: 
àõÝ»Ýù` 
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 ÆÝ¹áõÏïÇí »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù` 
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Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñÝ ³å³óáõóíáõÙ ¿` ÏÇñ³é»Éáí ÇÝ¹áõÏóÇ³ Áëï n -Ç: 

 ú·ïí»Éáí ³Ûë Ñ»ï¨³ÝùÇó ¨ Ã»áñ»Ù 2.4-Ç Ñ»ï¨³ÝùÇó, µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç 
¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ µ³Ý³Ó¨Á` 

   
 




m

ii
ii

ii

n
n

n

n

n

dxdx
xx

uud
1,...,1

1

1




, 
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  


 



n

n
m

m

n

m

n

i
m

m

m
dxdx

xx
unud







0

1
111

1

1!!
!






:   (2.6) 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí ÜÛáõïáÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ µ³Ý³Ó¨Á, (2.6)-Á ëÇÙíáÉÇÏ 
Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

udx
x

dx
x

ud
n

m
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n













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 1
1

: 

                                                
* ²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ »Ã» 1,..., m   Ãí»ñÁ ýÇùë»Ýù ³ÛÝå»ë, áñ 

µ³í³ñ³ñí»Ý 0 i n  , 1 m n     å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ, ³å³ Ó³Ë ÏáÕÙáõÙ ·ñí³Í 

·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ Ù»ç 1
1 ... m

mx x  ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ ÏÏñÏÝíÇ 
1

!
! !m

n
 

 ³Ý·³Ù: 
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 4. ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÁ: ¸Çóáõù áõÝ»Ýù µ³ñ¹ 

ýáõÝÏóÇ³` ),...,( 1 mxxfu  , ),...,( 1 kii ttx  , mi 1 : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ, ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ï»ëùÇ ÇÝí³ñÇ³ÝïáõÃÛ³Ý ßÝáñÑÇí,  

m
m

dx
x
fdx

x
fdu








 1
1

 

µ³Ý³Ó¨Á ×Çßï ¿ Ý³¨ µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ, ë³Ï³ÛÝ µ³ñ¹ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùáõÙ mdxdx ,...,1  ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÁ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý ( i  

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÝ »Ý), áñáÝù Ï³ñáÕ »Ý ¨ Ñ³ëï³ïáõÝ 
ãÉÇÝ»É: ²Û¹ å³ï×³éáí, ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

2 2 2
1 1

1 1

2
2 2

1 1
1 1

..

:

m m
m m

m m
m m

f f f fd u d dx d dx d x d x
x x x x

f fdx dx f d x d x
x x x x

        
                     

    
          



 

(2.7) 

 î»ëÝáõÙ »Ýù, áñ µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ 
¹»åùáõÙ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ï»ëùÇ ÇÝí³ñÇ³ÝïáõÃÛáõÝ ï»ÕÇ ãáõÝÇ: 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÝ Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùÁ, »ñµ i  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ·Í³ÛÇÝ »Ý` 

1 1i i ik k ix t t      ,  mi 1 , 

áñï»Õ ij  ¨ i  ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñ »Ý: 

 ²Ûë ¹»åùáõÙ  

1 1i i ik kdx dt dt    ,  mi 1 : 

 ø³ÝÇ áñ ktt ,...,1  ³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇó Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 

¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÁ Ñ³ßí»ÉÇë` kdtdt ,...,1  ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñíáõÙ »Ý 

Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñ, ³å³ ¹Çï³ñÏíáÕ ¹»åùáõÙ idx  ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÁ Ñ³ë-

ï³ïáõÝÝ»ñ »Ý, Ñ»ï¨³µ³ñ, 02 ixd , mi 1 : 

²ÛëåÇëáí, ¹Çï³ñÏíáÕ ¹»åùáõÙ (2.7)-Á í»ñ³ÍíáõÙ ¿ 

udx
x

dx
x

ud m
m
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1
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   
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Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ: ²ÛëÇÝùÝ` »ñµ ix  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ·Í³ÛÇÝ »Ý, ¹Çý»ñ»Ý-

óÇ³ÉÇ ï»ëùÇ ÇÝí³ñÇ³ÝïáõÃÛáõÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ Ý³¨ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ¹Ç-
ý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: Ø³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹áí ÏÑ³-

Ùá½í»Ýù, áñ »Ã» i  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ·Í³ÛÇÝ »Ý, ³å³ µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ¹Çý»-

ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÝáõÛÝå»ë ï»ÕÇ áõÝÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ï»ëùÇ ÇÝí³-
ñÇ³ÝïáõÃÛáõÝ` 

1

1
1

0
0 1

1 1
0

( )!( )
! !

m

m
m

i

n
n

m
n m m

n

f xnd u t dx dx
x x




 


   
 




 



 

, 

)()( 0ttxdx iiii   , mi 1 : 

 
¢3. ÂºÚÈàðÆ ´²Ü²ÒºìÀ 

 
 1. ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ È³·ñ³ÝÅÇ ï»ëùáí:  

 Â»áñ»Ù 3.1: ºÃ» )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý ( 1n ) ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 
mRD   ïÇñáõÛÃáõÙ ¨ Dxx ],[ 0 , ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ )1,0(  ÃÇí, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

)(
)!1(

1)(
!

1)()( 0
1

1
00 xxfd

n
xfd

k
xfxf n

n

k

k 


 


  ,           (3.1) 

áñï»Õ 0xxx  , ),...,( 1 mxxx  , ),...,( 00
10 mxxx  : 

 ► ²å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ý³Ë Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Â»ÛÉáñÇ 
µ³Ý³Ó¨Á ·ñ»Ýù ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÇ ÙÇçáóáí: 

 ºÃ» F  ýáõÝÏóÇ³Ý Rtt ],[ 0  Ñ³ïí³ÍáõÙ áõÝÇ ÙÇÝã¨ ( 1n )-ñ¹ 

Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ*, ³å³ 

 1
0

00
)1(

1
0

0
)(

0 )(
)!1(

))((
)(

!
)(

)()( 








  n

nn

k

k
k

tt
n

tttFtt
k

tFtFtF 
, 

 áñï»Õ 10   : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó,  

                                                
* ÆÝãÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ 1n   ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ÉÇÝ»ÉáõÝ: 
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  dtttt  0  ¨ )()())(( 00
)(

00
)( tFdtdtFtttF kkkkk  ,  

Ñ»ï¨³µ³ñ,  

 )(
)!1(

1)(
!

1)()( 0
1

1
00 ttFd

n
tFd

k
tFtF n

n

k

k 


 


  , 10   :  

 Ø³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ, »ñµ 1t , 00 t , ÏáõÝ»Ý³Ýù  

 )(
)!1(

1)0(
!

1)0()1( 1

1

Fd
n

Fd
k

FF n
n

k

k 

 
  , 10   :           (3.2) 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù )()( 0 xtxftF  , ]1,0[t  Ù»Ï ÷á÷áË³-

Ï³ÝÇ µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý: ²Ûëï»Õ` 0(0) ( ), (1) ( )F f x F f x  : 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý í»ñ³µ»ñÛ³É 
Ã»áñ»ÙÁ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ï»ëùÇ ÇÝí³ñÇ³ÝïáõÃÛáõÝÁ, Ïëï³Ý³Ýù 

0 0 0( ) ( )k kd F t d f x t x    

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ²Ûëï»Õ ï»Õ³¹ñ»Ýù 00 t , ³ÛÝáõÑ»ï¨` 0t : 

Îëï³Ý³Ýù 0(0) ( )k kd F d f x ,  nk 1  ¨  )()( 0
11 xxfdFd nn     

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ²Ûë ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñ»Éáí (3.2)-Ç Ù»ç` 

Ïëï³Ý³Ýù (3.1)-Á:  

 2. ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ ä»³ÝáÛÇ ï»ëùáí:  

 Â»áñ»Ù 3.2: ºÃ» f  ýáõÝÏóÇ³Ý n  ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0x  Ï»ïáõÙ, 

³å³  

  )()(
!

1)()(
1

00
n

n

k

k oxfd
k

xfxf  


,  

áñï»Õ 0 , 0xx  : 

 ºÃ» )( 0xfd k  ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ÷áË³ñ»Ý ï»Õ³¹ñ»Ýù Çñ ³ñÅ»ùÁ, ³å³ 

³Û¹ µ³Ý³Ó¨Á ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 

  

:)()()(
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!!
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00
11

1

00
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1 1
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1
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n
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oxxxx
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xxfxxf
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
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        (3.3) 
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 ► ²å³óáõóíáõÙ ¿ ÝáõÛÝ ëË»Ù³Ûáí, ÇÝã áñ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùáõÙ: Üß³Ý³Ï»Ýù  
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1
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i
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 







  










 

¨ ³å³óáõó»Ýù, áñ  

   )()( n
n oxr  ,  »ñµ 0 :                   (3.4) 

 ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí ³å³óáõó»Ýù Ñ»ï¨Û³É ûÅ³Ý¹³Ï É»ÙÙ³Ý. 

 È»ÙÙ³ 3.1: ºÃ» r  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ n  ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ¨  

   0)()()( 000  xrdxdrxr n ,                 (3.5) 

( r  ýáõÝÏóÇ³Ý ¨ Ýñ³ ÙÇÝã¨ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç µáÉáñ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ 

0x  Ï»ïáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ »Ý 0 ³ñÅ»ù), ³å³ 

)()( noxr  : 

 ► ²å³óáõó»Ýù Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹áí: 1n  

¹»åùáõÙ r  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÇó ¨ (3.5)-Çó áõÝ»Ýù` 

  0 0
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

i
i i

rr x r x r x x x o o
x

 



     

 : 

  ²ÛÅÙ ³å³óáõó»Ýù, áñ  

)()(0)()()( 1
0

1
00

  nn oxrxrdxdrxr  : 

 ÜÏ³ï»Ýù, áñ  

   0)()()( 0
1

0
2

0   xrdxrdxdr n  

å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ (3.5) å³ÛÙ³ÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ 
ix

r



, mi 1 , 

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ: Ð»ï¨³µ³ñ, ÇÝ¹áõÏïÇí »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

)()( n

i

ox
x
r





, »ñµ 0 , mi 1 , 
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Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 

   
0

( )
0i

n

r c
x

c x







, »ñµ 0c x , mi 1 :                         (3.6) 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

 







m

i
i

i

xxx
x
rxrxrxr

1
00 )()()()(  ,  

áñï»Õ 10   , 0
i i ix x x   : 

 Ð»ï¨³µ³ñ,  
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1 1
1
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0
n

m
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r x x x x xr x x
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


  



 

 
  


 , »ñµ 0  : 

 Æñáù, ÙÇ ÏáÕÙÇó, Ýß³Ý³Ï»Éáí xxc  0 , ÏáõÝ»Ý³Ýù` 

)()0( 0xc   ¨,  (3.6)-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` 
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ÇëÏ ÙÛáõë ÏáÕÙÇó` 11

0




n

ii
n xxx




: È»ÙÙ³Ý ³å³óáõóí»ó:  

 Â»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÝ ³í³ñï»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ù»½ ÙÝáõÙ ¿ ëïáõ·»É, áñ 
)(xrn -Á µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (3.5) å³ÛÙ³ÝÇÝ Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿` 
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1
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0 
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
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n
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xx
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, km   1 , ki 0 , nk ,...,2,1 : 
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Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó:  
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¢4. ¾øêîðºØàôØÜºð 
 
 1. ¾ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ: 

 ²ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³ÝÝ»ñ: ¸Çóáõù ),...,( 1 mxxfu   ýáõÝÏóÇ³Ý 

áñáßí³Í ¿ D  ïÇñáõÛÃáõÙ ¨ ),...,( 00
10 mxxx  -Ý D  ïÇñáõÛÃÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ï ¿: 

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: 0x  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ùëÇÙáõÙÇ (ÙÇÝÇÙáõ-

ÙÇ) Ï»ï, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³Û¹ Ï»ïÇ   - ßñç³Ï³Ûù` ),( 0 xB , ³ÛÝ-

åÇëÇÝ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0( , )x B x   Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ 

 0 0( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x                                (4.1) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  
 Ø³ùëÇÙáõÙÇ ¨ ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï»ñÁ ÙÇ³ëÇÝ ÏáãíáõÙ »Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»-
ï»ñ, ÇëÏ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÝ ³Û¹ Ï»ï»ñáõÙ ÏáãíáõÙ »Ý ¿ùëïñ»-
ÙáõÙÝ»ñ:  

 Â»áñ»Ù 4.1: ºÃ» 0x -Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ¿ ¨ ³Û¹ Ï»ïáõÙ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ),...,(),...,,...,( 00
1

00
11 mxmx xxfxxf

m
  Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³É-

Ý»ñÁ, ³å³ Ýñ³Ýù µáÉáñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ` 

   












0),...,(

0),...,(

00
1

00
11

mx

mx

xxf

xxf

m

 :           (4.2) 

 ► ²å³óáõó»Ýù (4.2) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, ûñÇÝ³Ï, ³é³çÇÝÁ: 

¸Çï³ñÏ»Ýù ),...,,()( 00
2 mxxtftg   Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý 0

1x  

Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ: ø³ÝÇ áñ 0
1x -Ý g  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ¿ ¨ 

³Û¹ Ï»ïáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

),...,()( 00
1

0
1 1 mx xxfxg   

 ³Í³ÝóÛ³ÉÁ, ³å³ ³ÛÝ Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ:  

 (4.2) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ï»ñ: 
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 ¸Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹»åùáõÙ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³-
Å»ßï (4.2) å³ÛÙ³ÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

   0),...,( 00
1 mxxdf :                             (4.2') 

 2. ´³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñ (»ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùÁ):  

 ¸Çóáõù ),( yxf  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ),( 000 yxM   ëï³óÇáÝ³ñ 

Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ¨ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0M  Ï»ïáõÙ: ²Û¹ ¹»å-

ùáõÙ, (4.2')-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 2n  ¹»åùáõÙ Ýñ³ Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á ÏÁÝ¹áõÝÇ 

Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 

 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
2

f x y f x x y y f x y d f x y           

áñï»Õ, 0  , »ñµ 0  : 

 î»Õ³¹ñ»Éáí  

2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
fdxdy

yx
fdx

x
ffd













 ,  xdx  , ydy  , 

¨ Ýß³Ý³Ï»Éáí  

),( 002

2

11 yx
x

fa



 ,  
yx
fa





2

12 ,  2
2

2

22 dy
y

fa



 ` 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýù Ñ»ï¨Û³É Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ. 

  2 2 2
11 12 22

1 2
2

f a x a x y a y          :                      (4.3) 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, x  ¨ y  ³×»ñÁ ³ñï³Ñ³Ûï»Éáí ),(   µ¨»é³ÛÇÝ 

Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ÙÇçáóáí` 

 cosx ,   siny ,* 

Ïëï³Ý³Ýù 

 
2

2 2
11 12 22cos 2 cos sin sin 2

2
f a a a                    (4.4) 

µ³Ý³Ó¨Á: ºÉÝ»Éáí ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ³Ûë Ý»ñÏ³Û³óáõÙÇó, ³å³óáõó»Ýù` 

                                                
*  -Ý 0M M


 í»ÏïáñÇ Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÝ ¿ OX  ³é³ÝóùÇ Ñ»ï` 0 0( , )M x x y y     : 
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 Â»áñ»Ù 4.2: ³) ºÃ» 02
122211  aaa , ³å³ ),( 00 yx  ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ïÁ 

f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ, 011 a  ¹»åùáõÙ ³ÛÝ 

ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿, ÇëÏ 011 a  ¹»åùáõÙ` Ù³ùëÇÙáõÙÇ: 

 µ) ºÃ» 02
122211  aaa , ³å³ ),( 00 yx  ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ïÁ f  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: 
 ► ³) åÝ¹áõÙÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÝÏ³ï»Ýù, áñ ³Û¹ ¹»åùáõÙ 

02211 aa , Ñ»ï¨³µ³ñ, 011 a , ³ÛÝå»ë áñ (4.4) ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ 

Ï³ñáÕ »Ýù Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

   
2

2 2 2
11 12 11 22 12 11

11

cos sin sin 2
2

f a a a a a a
a
            :     (4.5) 

 ø³ÝÇ áñ  2
11 12cos sina a   ¨  2 2

11 22 12 sina a a   áã µ³ó³ë³Ï³Ý 

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ]2,0[   Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï 0  ã»Ý 

¹³éÝáõÙ, ³å³ 

     2 2 2
11 12 11 22 12[0,2 ]

: min cos sin sin 0m a a a a a


         : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ù³ÝÇ áñ 0  , »ñµ 0  , ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

0   ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 2 m     : Ð»ï¨³µ³ñ, »ñµ   , f -

Ç Ýß³ÝÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ 11a -Ç Ýß³ÝÇ Ñ»ï: ²ÛëÇÝùÝ` »Ã» 011 a , ³å³ 

0),(),( 00  yxfyxff , Ñ»ï¨³µ³ñ, ³éÏ³ ¿ ÙÇÝÇÙáõÙ: ÆëÏ »Ã» 

011 a , ³å³ 0f , Ñ»ï¨³µ³ñ, ³éÏ³ ¿ Ù³ùëÇÙáõÙ: 

 Â»áñ»ÙÇ µ) åÝ¹áõÙÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ý³Ë ùÝÝ³ñÏ»Ýù ³ÛÝ 

¹»åùÁ, »ñµ 011 a : ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ï³ñáÕ »Ýù û·ïí»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç (4.5) 

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÇó: Ð»ßï ¿ ÝÏ³ï»É, áñ ³Ûë ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ),( 00 yx  

Ï»ïÇó »ÉÝáÕ »ñÏáõ ×³é³·³ÛÃÝ»ñ, áñáÝó íñ³ f -Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ï³ñµ»ñ 

Ýß³ÝÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ (µ³í³Ï³Ý³ã³÷ ÷áùñ  -Ç ¹»åùáõÙ): 

 Æñáù, »Ã» í»ñóÝ»Ýù 01  , ³å³ (4.5)-Ç ÙÇç³Ï ÷³Ï³·Í»ñÇ Ù»ç 

·ñí³ÍÁ Ñ³í³ë³ñ ¿` 2
11 ( )a   , áñÁ ¹ñ³Ï³Ý ¿, »ñµ  -Ý µ³í³Ï³Ý³ã³÷ 

÷áùñ ¿: ÆëÏ »Ã» 2 -Á ÁÝïñ»Ýù ³ÛÝå»ë, áñ 0sincos 212211   aa , 
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³å³ (4.5)-Ç ÙÇç³Ï ÷³Ï³·Í»ñÇ Ù»ç ·ñí³ÍÁ Ñ³í³ë³ñ ¿` 

 2 2
11 22 12 2sin ( )a a a     , áñÁ µ³ó³ë³Ï³Ý ¿, »ñµ  -Ý µ³í³Ï³Ý³ã³÷ 

÷áùñ ¿: 

 ØÝáõÙ ¿ µ) åÝ¹áõÙÝ ³å³óáõó»É ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ 011 a : ²Ûë ¹»åùáõÙ 

û·ïí»Ýù (4.5) Ý»ñÏ³Û³óáõÙÇó.  

 
2

12 222 cos sin sin 2
2

f a a           , 

ÁÝ¹ áñáõÙ, 012 a : Ð»ï¨³µ³ñ, »Ã» í»ñóÝ»Ýù Ùá¹áõÉáí µ³í³Ï³Ý³ã³÷ 

÷áùñ Ñ³Ï³¹Çñ ³ÝÏÛáõÝÝ»ñ` 12   , ³ÛÝå»ë, áñ µ³í³ñ³ñíÇ 

112122 cos2sin  aa   ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, ³å³ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 

×³é³·³ÛÃÝ»ñÇ íñ³ f -Á ÏÁÝ¹áõÝÇ ï³ñµ»ñ Ýß³ÝÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ (»ñµ  -Ý 

µ³í³Ï³Ý³ã³÷ ÷áùñ ¿): µ) Ï»ïÁ ¨ë ³å³óáõóí³Í ¿:  

 3. ´³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñ, ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùÁ: ¸Çóáõù ),...,( 1 mxxf  

ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ),...,( 00
10 mxxx   ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ïÇ ßñç³Ï³Û-

ùáõÙ ¨ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0x  Ï»ïáõÙ: ²Ûë ¹»åùáõÙ Â»ÛÉáñÇ µ³-

Ý³Ó¨Çó Ïëï³Ý³Ýù` 

2

1,

00
11 2

1),...,(),...,( 







 



m

ki
kiikmm xxaxxfxxff , 

áñï»Õ ),...,( 00
1 mxxik xxfa

ki
 , 




m

i
ix

1

2  ¨  0  , »ñµ 0   : 

 Üß³Ý³Ï»Éáí 


 i
i

x
 ` ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýù 

  
2

, 1

2
2

m

ik i k
i k

f a   


 
   

 
               (4.4') 

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ, áñï»Õ 122
1  m  : Ð»ï¨³µ³ñ, f -Ç áõëáõÙÝ³ëÇ-

ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ý·áõÙ ¿ 122
1  m   ÙÇ³íáñ ëý»ñ³ÛÇ íñ³ áñáßí³Í 
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    


m

ki
kiika

1,

               (4.5') 

ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛ³ÝÁ: 

 ¸Çóáõù (4.5') ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á ¹ñ³Ï³Ý áñáßÛ³É ¿, ³ÛëÇÝùÝ` ³ÛÝ 

ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ¹ñ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ, »ñµ   )0,...,0(,...,1 m : 

 ø³ÝÇ áñ ÙÇ³íáñ ëý»ñ³Ý ÷³Ï ¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿, ÇëÏ 

(4.5') ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³ ¿, ³å³ ì³Û»ñßïñ³ëÇ 

»ñÏñáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, (4.5') ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á ÙÇ³íáñ ëý»ñ³ÛÇ 

íñ³ ÏÁÝ¹áõÝÇ Çñ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ, áñÁ ¹ñ³Ï³Ý ¿: Ð»ï¨³µ³ñ, (4.4')-Çó 

Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ »Ã»  -Ý µ³í³Ï³Ý³ã³÷ ÷áùñ ¿, ³å³ 0f , ³ÛëÇÝùÝ` 

0x  Ï»ïÁ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, êÇÉí»ëïñÇ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, áñå»ë½Ç (4.5') ù³é³-

Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á ÉÇÝÇ ¹ñ³Ï³Ý áñáßÛ³É, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ 

  011 a ,   0
2221

1211 
aa
aa

,  . . . ,  0

21

22221

11211



mmmm

m

m

aaa

aaa
aaa









: 

 ÜÙ³Ý Ó¨áí ÏÑ³Ùá½í»Ýù, áñ »Ã» (4.5') ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á µ³ó³ë³Ï³Ý 

áñáßÛ³É ¿, ³å³ 0x  Ï»ïÁ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: ºí »Ã» (4.5') 

ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á ³Ýáñáß ¿ (³ÛëÇÝùÝ` ³ÛÝ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ã»' ¹ñ³Ï³Ý, ¨ Ã»' 

µ³ó³ë³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ), ³å³ 0x -Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: 

 ø³ÝÇ áñ ¹ñ³Ï³Ý áñáßÛ³É ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç µáÉáñ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ 

Ýß³ÝÝ»ñÁ ÷áË»ÉÇë` ëï³óíáõÙ ¿ µ³ó³ë³Ï³Ý áñáßÛ³É Ó¨, ¨ Ñ³Ï³é³ÏÁ, 

                                                
 ¢2, Ï»ï 2-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` ik kia a : 
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³å³ (4.5') ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç µ³ó³ë³Ï³Ý áñáßÛ³É ÉÇÝ»Éáõ ³ÝÑñ³Å»ßï ¨ 

µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ ÏÉÇÝÇ Ñ»ï¨Û³ÉÁ. 

  011 a ,    0
2221

1211 
aa
aa

,   . . . ,  0)1(

21

22221

11211



mmmm

m

m

m

aaa

aaa
aaa









:  
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IX ¶ÈàôÊ  
 

Âì²ÚÆÜ Þ²ðøºð 
 

¢1. Âì²ÚÆÜ Þ²ðøÆ ¶àôØ²ðÀ ºì ¼àô¶²ØÆîàôÂÚàôÜÀ 
 

 1. ÐÇÙÝ³Ï³Ý ·³Õ³÷³ñÝ»ñÁ: ¸Çóáõù na -Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ãí³ÛÇÝ 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿: ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ëÇÙíáÉÁª  

     naaa 21 :               (1.1) 

²Û¹ ëÇÙíáÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ ß³ñù, ÇëÏ na -»ñÁ` ³Û¹ ß³ñùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñ: 

ú·ïí»Éáí ·áõÙ³ñÇ Ýß³ÝÇóª (1.1) ëÇÙíáÉÁ Ñ³×³Ë ·ñáõÙ »Ý Ý³¨  




1n
na              (1.1`) 

 ï»ëùáí: 
Ø»ñ ³é³çÇÏ³ Ýå³ï³ÏÁ (1.1) ëÇÙíáÉÇÝ ÇÙ³ëï í»ñ³·ñ»ÉÝ ¿, 

³ÛëÇÝùÝ` ë³ÑÙ³Ý»É (1.1) ß³ñùÇ ·áõÙ³ñ (ë³ÑÙ³Ý»É ³Ýí»ñç Ãíáí 
·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ): ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí Ýß³Ý³Ï»Ýùª 

nn aaaA  21 ,  ,...2,1n ,                (1.2) 

áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ (1.1) ß³ñùÇ n -ñ¹ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñ: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç 
ë³ÑÙ³ÝÁ`  

lim nn
A A


 , 

³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ (1.1) ß³ñùÇ ·áõÙ³ñ ¨ ·ñíáõÙ ¿ª  

       





1

21
n

nn aaaaA  : 

ºÃ» A  ë³ÑÙ³ÝÁ í»ñç³íáñ ¿, ³å³ (1.1) ß³ñùÁ ÏáãíáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï: 
ÆëÏ »Ã» ³Û¹ ë³ÑÙ³ÝÝ ³Ýí»ñç ¿, Ï³Ù ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ, ³å³ (1.1) ß³ñùÁ 
ÏáãíáõÙ ¿ ï³ñ³Ù»ï: 

²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Íª (1.1) ß³ñùÁ ÏáãíáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï (ï³ñ³Ù»ï), »Ã» 
½áõ·³Ù»ï ¿ (ï³ñ³Ù»ï ¿) Ýñ³ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³Ýáõ-
ÃÛáõÝÁ: 
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úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 
1) Þ³ñùÇ å³ñ½³·áõÛÝ ûñÇÝ³Ï ¿ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý 

åñá·ñ»ëÇ³ÛÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁª 
2 1na aq aq aq      :            (1.3) 

Üñ³ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ ¿ ª 

q
aqaS

n

n 



1

: 

ºÃ» 1q  (³ÛëÇÝùÝ` åñá·ñ»ëÇ³Ý ³Ýí»ñç Ýí³½áÕ ¿), ³å³ nS -Á 

áõÝÇ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ýª 

q
aS



1

, 

³ÛëÇÝùÝ` (1.3) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ S -Á Ýñ³ ·áõÙ³ñÝ ¿:  

ºñµ 1q , ³å³ (1.3) ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ, »Ã» 1q  (¨ 

0a ), ³å³ ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÁ  -Ý ¿, ÇëÏ »Ã» 1q , nS -Á ë³ÑÙ³Ý 

ãáõÝÇ, ³ÛëÇÝùÝ` ß³ñùÁ ·áõÙ³ñ ãáõÝÇ:  

úñÇÝ³Ï, »ñµ 1a  ¨ 1q , Ïëï³Ý³Ýù  

 1111  
ß³ñùÁ, áñÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ ¿ª 

...,0,1,0,1 : 

2) ¸Çï³ñÏ»Ýù   Çñ³Ï³Ý ÃíÇ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ`  

......, 21 ncccC , 

³ÛëÇÝùÝ`  

nnn cccCcccC
10

1...,..., 2121  , ,...2,1n , 

Ñ»ï¨³µ³ñ,  
 nn cccCC ..., 21 : 

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, nC -Á 

  n
nccc

C
101010 2

21  
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ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ ¿: Ð»ï¨³µ³ñ, ³Û¹ ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ Ýñ³ 
·áõÙ³ñÁ  -Ý ¿ª 

  n
nccc

C
101010 2

21 : 

3) ²å³óáõó»Ýù, áñ 





 



1

11ln
k k

: 

Æñáù, »Ã» nA -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ³Û¹ ß³ñùÇ n -ñ¹ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÁ, 

³å³ 

   





  



)1ln(ln)1ln(11ln
11

nkk
k

A
n

k

n

k
n : 

4) òáõÛó ï³Ýù, áñ 
1

1
)1)((

1
1 






 k kk
  ( ,...2,1 ):  

ÆëÏ³å»ëª 

 
1

1
1

1
1

1
1

11
1 



















  nkk
A

n

k
n : 

5) Ð³Ùá½í»Ýù, áñ 


1

1
k k

:  

 n
n

n
n

An
11

2
11  : 

6) òáõÛó ï³Ýù, áñ e
n

 
!

1
!2

1
!1

11 , Ï³Ù Ï³ñ×ª e
nn




0 !
1

: 

²Ûë ¹»åùáõÙ áõÝ»Ýùª 

e
n

yn 
!

1
!2

1
!1

11   (ï»ë` ·ÉáõË 2, ¢2, Ï»ï 3): 

2. ¼áõ·³Ù»ï ß³ñù»ñÇ å³ñ½³·áõÛÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ºÃ» (1.1) 
ß³ñùÇó ¹»Ý Ý»ï»Ýù ³é³çÇÝ m  ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, ³å³ Ïëï³Ý³Ýù ÙÇ Ýáñ 

ß³ñùª 





 

1
21

mn
nkmmm aaaa  , ,...2,1m ,             (1.4) 

áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ (1.1) ß³ñùÇ ÙÝ³óáñ¹ Ï³Ùª åáã: 
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Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 1: ºÃ» (1.1) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, ³å³ ½áõ·³Ù»ï »Ý Ý³¨ 

Ýñ³ µáÉáñ ÙÝ³óáñ¹ ß³ñù»ñÁ, ÁÝ¹ áñáõÙ, »Ã» m -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù (1.4) 

ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÁ, ³å³ ï»ÕÇ áõÝÇ 

mmAA               (1.5) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

► m -Á ýÇùë»Ýù ¨ kA -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù (1.4) ß³ñùÇ k -ñ¹ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõ-

Ù³ñÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

mkmk AAA   :            (1.6) 

²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ k  ( m -Á 

ýÇùëí³Í ¿), Ïëï³Ý³Ýù 

mk AAA  : 

Ð»ï¨³µ³ñ, (1.4) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ Ýñ³ ·áõÙ³ñÁ mAA -Ý ¿, ÇÝãÁ 

Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (1.5) -ÇÝ:  

¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, áñ ýÇùë³Í m -Ç ¹»åùáõÙ (1.4) ÙÝ³óáñ¹ ß³ñùÇ 

½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿ (1.1) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ: ²Û¹ µ³ÝáõÙ 
Ñ³Ùá½í»Éáõ Ñ³Ù³ñ (1.6) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ·ñ»Ýù 

mnmn AAA   

ï»ëùáí, áñï»Õ m -Á ýÇùëí³Í ¿: ²Ûëï»Õ n -Á Ó·ï»óÝ»Éáí ³Ýí»ñçáõÃÛ³Ýª 

Ïëï³Ý³Ýù ³ÛÝ, ÇÝã å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ñ:  
²å³óáõóí³Í Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ÝÏ³ñ³·ñ³Ï³Ý É»½íáí Ï³ñ»ÉÇ ¿ 

Ó¨³Ï»ñå»É Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. ß³ñùÇó í»ñç³íáñ Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ ¹»Ý Ý»ï»ÉÁ 
Ï³Ù ³í»É³óÝ»ÉÁ ãÇ ³½¹áõÙ ß³ñùÇ í³ñùÇ íñ³: 

Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 2: ¼áõ·³Ù»ï ß³ñùÇ ÙÝ³óáñ¹Á Ó·ïáõÙ ¿ ½ñáÛÇ: 
²Ûë åÝ¹áõÙÁ µËáõÙ ¿ (1.5) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó: 
Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 3: ¼áõ·³Ù»ï ß³ñùÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³Ý¹³ÙÁ Ó·ïáõÙ ¿ ½ñáÛÇ`  

0na :                   (1.7) 

► Æñáù, 01   AAAAa nnn :  




1

1
n n

 ß³ñùÇ ûñÇÝ³ÏÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ (1.7) å³ÛÙ³ÝÁ (1.1) ß³ñùÇ 

½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿, µ³Ûó µ³í³ñ³ñ ã¿: 
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Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 4: ºÃ» (1.1) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ c -Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿, 

³å³  nca  ß³ñùÁ ÝáõÛÝå»ë ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ 

cAcan  : 

► Æñáù, ³Ûë Ýáñ ß³ñùÇ n -ñ¹ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÁ Ýß³Ý³Ï»Éáí nA , 

Ïëï³Ý³Ýù 

   cAcAA nn  :  

Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 5: ºÃ»  na  ¨  nb  ß³ñù»ñÁ ½áõ·³Ù»ï »Ý ¨ 

Aa n  ,  Bbn  , 

³å³ ½áõ·³Ù»ï ÏÉÇÝÇ Ý³¨   )( nn ba  ß³ñùÁ ¨ 

BAba nn  )( : 

► Æñáù, Ýß³Ý³Ï»Éáí ³Û¹ ß³ñù»ñÇ n -ñ¹ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ nA , 

nB  ¨ nC , Ïëï³Ý³Ýù 

BABAC nnn  :  

3. ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÁ: 
Â»áñ»Ù 1.1: àñå»ë½Ç (1.1) ß³ñùÁ ÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ )(N  

µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ( )n N   ¹»åùáõÙ µ³í³ñ³ñí»Ý 

1 2n n n ma a a       , ,...2,1m                      (1.8)  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: 
► (1.1) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ, Áëï ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý, Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 

Ýñ³ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ nA  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ, 

ÙÛáõë ÏáÕÙÇó, ù³ÝÇ áñ 
  mnnnnmn aaaAA   21 , 

³å³ (1.8) -Á nA  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ýáõÝ¹³Ù»Ýï³ÉáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ ¿: 

ØÝáõÙ ¿ û·ïí»É ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÇó nA  Ñ³çáñ¹³Ï³-

ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ:  
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úñÇÝ³Ï: ²å³óáõó»Ýù, áñ 
1

1
n n




  ß³ñùÁ, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñù, 

ï³ñ³Ù»ï ¿:  
àõÝ»Ýùª  

       
2
1

2
1

2
1

2
1

1
1





 n

n
nnn

 : 

Ð»ï¨³µ³ñ, 
2
1

  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ Ë³ËïíáõÙ ¿ ÎáßÇÇ (1.8) å³ÛÙ³ÝÁ, 

áõëïÇ 
1

1
n n




  ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 

 
¢ 2. ¸ð²Î²Ü Þ²ðøºð 

 

1. ¸ñ³Ï³Ý ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ: ¸Çóáõùª 0na , 

,...2,1n : ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

  nn aaaa 21                (2.1) 

ß³ñùÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ¹ñ³Ï³Ý ß³ñù:  

¸ñ³Ï³Ý ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ nA  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

³×áÕ ¿ (É³ÛÝ ÇÙ³ëïáí), Ñ»ï¨³µ³ñ ³ÛÝ ÙÇßï áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý` AAn  : ²Û¹ 

A  ë³ÑÙ³ÝÁ ÏÉÇÝÇ í»ñç³íáñ, »ñµ nA  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ í»ñ¨Çó 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙª A :  
Ò¨³Ï»ñå»Ýù ³Ûë åÝ¹áõÙÁ ß³ñù»ñÇ É»½íáí. 
È»ÙÙ³ 2.1: ¸ñ³Ï³Ý ß³ñùÁ ÙÇßï áõÝÇ ·áõÙ³ñª í»ñç³íáñ  Ï³Ù 

³Ýí»ñç: ²Û¹ ·áõÙ³ñÁ í»ñç³íáñ ¿ (ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿) ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ 
¹»åùáõÙ, »ñµ Ýñ³ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ í»ñ¨Çó 
ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÁ   ¿: 

²ÛÅÙ, »ÉÝ»Éáí (2.1) ß³ñùÇó, Ï³½Ù»Ýù ÙÇ Ýáñ ß³ñùª*  

                                                
* (2.2) ß³ñùÇ k -ñ¹ ³Ý¹³ÙÁ 

1 1:
k kk n nb a a
     ÃÇíÝ ¿: 
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   
  ,1

2121

1

2111













 kk nn

nnnn

aa

aaaaaa
    (2.2) 

áñï»Õ kn -Ý µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ËÇëï ³×áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿  0 1n  : 

²Ûë ß³ñùÁ ÏáãíáõÙ ¿ (2.1) ß³ñùÇ ËÙµ³íáñí³Í ß³ñù: ºÃ» ³Ûë ß³ñùÇ k -ñ¹ 

Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù kA~ , ³å³ 

knk AA 
~

, 

³ÛëÇÝùÝ` (2.2) ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 
Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ (2.1) ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 
»ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: 

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, nA  ³×áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ Ñ³-

Ù³ñÅ»ù ¿ Ýñ³ 
knA  »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³ÝÁ: Ð»ï¨³-

µ³ñ, (2.1) ¨ (2.2) ß³ñù»ñÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ Ï³Ù ï³ñ³ÙÇïáõÙ »Ý ÙÇ³Å³-
Ù³Ý³Ï: 

úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 1) ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñùÁ` 

  nn
1

3
1

2
111

: 

Üñ³ÝÇó Ï³½Ù»Ýù ËÙµ³íáñí³Í ß³ñùª 

 

1
0

1 1 1 1 1 11
2 3 4 5 6 7

1 1 1 : ,
2 2 1 2 1 kk k k

k
b






            
   

          
  

 

áñï»Õ  

2
1

2
12

12
1

12
1

2
1

11 






 k

k
kkkkb  : 

Üß³Ý³Ï»Éáí Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñùÇ n -ñ¹ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÁ nH -áíª 

Ïëï³Ý³Ýù 

                                            
2
1

12
 kH k  
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³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: Ð»ï¨³µ³ñ, Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÁ   ¿: 
2) ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñùÁ` 

 



sss

n
s nn

1
3
1

2
111

1

, 

áñï»Õ s -Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý ¹ñ³Ï³Ý ÃÇí ¿: 

òáõÛó ï³Ýù, áñ 1s  ¹»åùáõÙ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï 

¿:  ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ËÙµ³íáñ³Í ß³ñùÁª 

1
0

1 1 1 1 11 :
2 3 (2 ) (2 1) (2 1) ks s k s k s k s

k

b





                 
   : 

  ì»ñ¨Çó ·Ý³Ñ³ï»Ýù ³Ûë ß³ñùÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³Ý¹³ÙÁ.   

ksk
k

skskskkb
2
1

)2(
12

)12(
1

)12(
1

)2(
1

1 





  ,  

áñï»Õ 01  s : Ð»ï¨³µ³ñ,  

0 0

1 1
12 1
2

n n

k k
k k

b 


 

 


  , 

ÇÝãÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ËÙµ³íáñí³Í ß³ñùÁ áõ Ýñ³ Ñ»ï Ù»Ïï»Õª Ý³¨ 
ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñùÁ, ½áõ·³Ù»ï ¿: 

2. ´³Õ¹³ïÙ³Ý Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÁ: ¸Çóáõù  

    nn aaaa 21  (1)   ¨        nn bbbb 21  (2) 

ß³ñù»ñÁ ¹ñ³Ï³Ý »Ý: 

Â»áñ»Ù 2.1 (´³Õ¹³ïÙ³Ý I Ñ³Ûï³ÝÇßÁ): ºÃ» nn ba  , ,...2,1n , 

³å³ (2) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿ (1) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ: 

► Æñáù, ïñí³Í å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ nn BA  , ,...2,1n , áñï»Õ 

nA -Á ¨ nB -Á ³Û¹ ß³ñù»ñÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÝ »Ý: Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí 

É»ÙÙ³ 2.1-Áª Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ µËáõÙ ¿ ³Û¹ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó:  

¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: Â»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ¿ Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ  

nn ba   ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇª ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó: ´³ÝÁ 
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Ýñ³ÝáõÙ ¿, áñ ß³ñùÇ ëÏ½µÇó í»ñç³íáñ Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ ¹»Ý Ý»ï»ÉÁ ãÇ 
³½¹áõÙ ß³ñùÇ í³ñùÇ íñ³: 

Â»áñ»Ù 2.2 (´³Õ¹³ïÙ³Ý II Ñ³Ûï³ÝÇßÁ): ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

K
b
a

n

n

n



lim ,  K0  

ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ 
³)  K0  ¹»åùáõÙ (2) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿ (1) ß³ñ-

ùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ; 
µ)  K0  ¹»åùáõÙ (1) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿ (2) ß³ñ-

ùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ: 
► ³) ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý 

Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 

1 K
b
a

n

n , »ñµ 0nn  , 

³ÛëÇÝùÝª 

nn bKa )1(  : 

²ÛÅÙ ÏÏÇñ³é»Ýù ½áõ·³Ù»ï ß³ñù»ñÇ 4-ñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ¨ Ý³Ëáñ¹ 
Ñ³Ûï³ÝÇßÁ: 

µ) ì»ñóÝ»Ýù ÙÇ p  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ Kp 0 : ²Û¹ ¹»åùáõÙ, ëÏë³Í 

áñáß Ñ³Ù³ñÇó ï»ÕÇ ÏáõÝ»Ý³Ý nn bap /  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³Ù, 

áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª nn apb  : ØÝáõÙ ¿ ÏñÏÇÝ ÏÇñ³é»É Ý³Ëáñ¹ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ ¨ 

½áõ·³Ù»ï ß³ñù»ñÇ 4-ñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ:  

Â»áñ»Ù 2.3 (´³Õ¹³ïÙ³Ý III Ñ³Ûï³ÝÇßÁ): ºÃ» ï»ÕÇ áõÝ»Ý 

n

n

n

n

b
b

a
a 11   , ,...2,1n                             (2.3) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ³å³ (2) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿ (1) 
ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ: 

► àõÝ»Ýù, áñ 

  
1

2

1

2

b
b

a
a

 , 
2

3

2

3

b
b

a
a

 , ..., 
11 


n

n

n

n

b
b

a
a

: 
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´³½Ù³å³ïÏ»Éáí ³Û¹ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁª Ïëï³Ý³Ýù 
11 b

b
a
a nn   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ  Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª 

nn b
b
a

a 
1

1   ,...2,1n : 

²ÛÝáõÑ»ï¨ ÏÇñ³é»Ýù ½áõ·³Ù»ï ß³ñù»ñÇ 4-ñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ¨ 

µ³Õ¹³ïÙ³Ý ³é³çÇÝ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ:  

¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: Â»áñ»ÙÁ ÙÝáõÙ ¿ áõÅÇ Ù»ç Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ (2.3) 
³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿ª ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó: 

úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 1) Ð³ñÙáÝÇÏ ß³ñù»ñÇ Ñ»ï Ñ³Ù»Ù³ïáõÃÛáõÝÁ 
ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¿ ï³ÉÇë ³ÝÙÇç³Ï³Ý »½ñ³Ï³óáõÃÛáõÝ ³Ý»É µ³½Ù³ÃÇí 
ß³ñù»ñÇ  í³ñùÇ í»ñ³µ»ñÛ³É: Àëï Ã»áñ»Ù 2.1-Ç`  

³) 


1

1
n

sn
, »ñµ 1s ,  ù³ÝÇ áñ 

1 1
sn n
 : 

µ) 





1 )1(
1

n nn
, ù³ÝÇ áñ 

1
1

)1(
1




 nnn
: 

·) 




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 ê³Ï³ÛÝ ·áñÍÝ³Ï³ÝáõÙ ³í»ÉÇ Ñ³ñÙ³ñ ¿ û·ïí»É ¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇó: 

 Î³Ù `
1

lim 1n

n
n

an R
a



 
   

 
 ë³ÑÙ³ÝÁ: 
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► ³) ì»ñóÝ»Ýù s  ¨ r  Ãí»ñÝ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ Rrs 1 : ²Û¹ 

¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 1n  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

r
a

a
n

n

n 







 11 , »ñµ 1nn  , 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª 

n
r

a
a

n

n  11 , »ñµ 1nn  :             (2.7) 

ØÛáõë ÏáÕÙÇóª 
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n

n

s










 

1

111
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Ð»ï¨³µ³ñ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 2n  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

r

n

n

s










 

1

111
, »ñµ 2nn  , 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª 

n
r

n

s







  111 , »ñµ 2nn  :               (2.8) 

ì»ñóÝ»Éáí  1 2max ,n n n ª (2.7) ¨ (2.8) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó 

Ïëï³Ý³Ýù 
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s
s

n

n

n

n
n

n
a

a

)1(
1

1
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







 

  

·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ: ²ÛÅÙ ÙÝáõÙ ¿ ÏÇñ³é»É µ³Õ¹³ïÙ³Ý »ññáñ¹ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ: 
µ) ¸Çóáõùª 

11 1 







 

n

n

a
a

n , »ñµ  0nn  , 
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Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª 

1
1

1
111





n

n
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a

n

n , 0nn  : 

´³Õ¹³ïÙ³Ý »ññáñ¹ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿ 

(Ñ³Ù»Ù³ïáõÙ »Ýù  1
1

n
 ß³ñùÇ Ñ»ï):  

úñÇÝ³ÏÝ»ñ:  

1) ¸Åí³ñ ã¿ ëïáõ·»É, áñ  n
1

 ¨  nn 2ln
1

 »ñÏáõ ß³ñù»ñÇ Ñ³Ù³ñ ¿Éª 

1R , µ³Ûó Ýñ³ÝóÇó Ù»ÏÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, ÙÛáõëÁ` ï³ñ³Ù»ï: 

2) ¸Çï³ñÏ»Ýù 


 1 )()2)(1(
!

n nxxx
n


 ß³ñùÁ, »ñµ 0x : ø³ÝÇ 

áñ 
1

11






nx
n

a
a

n

n , áõëïÇ  

x
nx
xn

nx
nn

a
a

n
n

n 





















 

11
111 1 : 

 ºñµ 1x , ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ »ñµ 10  x , ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 
1x ¹»åùáõÙ ëï³óíáõÙ ¿ ï³ñ³Ù»ï Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñùÁ: 

3)  
1

(2 1)!! 11
(2 )!! 2 1n

n
n n








  ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, ù³ÝÇ áñ 
3
2

R  : 

7. ÎáßÇÇ ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ:  

¸Çóáõù )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ ),[ a  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ ÇÝï»·ñ»ÉÇ 

¿ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ],[ Aa  í»ñç³íáñ Ñ³ïí³ÍáõÙ: ¸Çï³ñÏ»Ýù 



A

a
A

dxxf )(lim              (2.9) 

ë³ÑÙ³ÝÁ: ºÃ» ³Û¹ ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ, ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ )(xf  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÇÝï»·ñ³É ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 
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


a

dxxf )(              (2.10) 

ëÇÙíáÉáí: ºÃ» ³Û¹ ë³ÑÙ³ÝÁ í»ñç³íáñ ¿, ³å³ (2.10) ³ÝÇëÏ³Ï³Ý 
ÇÝï»·ñ³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ 
ï³ñ³Ù»ï: (2.10) ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÇÝï»·ñ³ÉÁ ï³ñ³Ù»ï ¿ ÏáãíáõÙ Ý³¨ ³ÛÝ 
¹»åùáõÙ, »ñµ (2.9) ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ: 

úñÇÝ³ÏÝ»ñ:  

1) 


1 x
dx

, ù³ÝÇ áñ   A
x

dxA

ln
1

, »ñµ A   : 

2) 


1
sx

dx
 ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÇÝï»·ñ³ÉÁ  1s  ¹»åùáõÙ ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ 

1s  ¹»åùáõÙ` ï³ñ³Ù»ï: 

²ÛÅÙ Ó¨³Ï»ñå»Ýù ¹ñ³Ï³Ý ß³ñù»ñÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ 
Ñ³Ûï³ÝÇßÁ: 

Â»áñ»Ù 2.9: ¸Çóáõù )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý Ýí³½áÕ ¿ ),1[   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ 

nanf )( , ,...2,1n : ²Û¹ ¹»åùáõÙ 




1n
na  

ß³ñùÁ ¨ 

1

( )f x dx


                        (2.10') 

³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÇÝï»·ñ³ÉÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ »Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï:  
► àõÝ»Ýùª 

k

k

k
k adxxfa  





1

1 )( , nk ,...,2,1 :           (2.11) 

¶áõÙ³ñ»Éáí ³Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁª Ïëï³Ý³Ýù 

                                                
 ´áí³Ý¹³Ï³ÉÇó ¿ ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ 0na  : 
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n

n

n aaadxxfaaa  


  21

1

1
132 )(            (2.12) 

·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÝ»ñÁ: ØÛáõë ÏáÕÙÇó, 


A

dxxfAF
1

)()(  

ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿ ( 0)( xf ), Ñ»ï¨³µ³ñ, ³ÛÝ ÏáõÝ»Ý³ í»ñç³íáñ 

ë³ÑÙ³Ý ((2.10') ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÇÝï»·ñ³ÉÁ ÏÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï) ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ 
³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ 





1

1

)()1(
n

dxxfnF  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: ÆëÏ (2.12) ³ÝÑ³í³-ë³ñáõ-
ÃÛáõÝÝ»ñÁ óáõÛó »Ý ï³ÉÇë, áñ ³Û¹ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï 

ÉÇÝ»ÉÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿  na  ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³ÝÁ:  

ÆÝï»·ñ³É³ÛÇÝ Ñ³Ûï³ÝÇßÝ áõÝÇ 
å³ñ½ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³-

µ³ÝáõÙ. ¹Çï³ñÏ»Ýù )(xfy   

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ ¨ áñå»ë 
³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÇÝï»·ñ³ÉÇ ³ñÅ»ù 

å³ïÏ»ñ³óÝ»Ýù )(xf  ýáõÝÏóÇ³-

ÛÇ ·ñ³ýÇÏáí ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í 
Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÇ (³çÇó ³Ýë³Ñ-
Ù³Ý³÷³Ï) Ù³Ï»ñ»ëÁ: ²Û¹ ¹»å-

ùáõÙ ëïí»ñ³·Íí³Í áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ ÏÝ»ñÏ³Û³ó-

ÝÇ  32 aa  ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÁ, ÇëÏ  21 aa  ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÁ ÏÝ»ñ-

Ï³Û³óÝÇ Ù»Í áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ (áñÁ Ý³Ëáñ¹Çó 

ï³ñµ»ñíáõÙ ¿ 1a -áí): 

Èñ³óáõÙÝ»ñ: 
³) ú·ï³·áñÍ»Éáí (2.11) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁª Ï³ñáÕ »Ýù 

·Ý³Ñ³ï»É ½áõ·³Ù»ï ß³ñùÇ åáãÁ:  



¢2. ¸ñ³Ï³Ý ß³ñù»ñ 277 

Æñáù, (2.11) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ·ñ»Éáí mnnnk  ,...,1,  ³ñÅ»ù-

Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ, ¨ ·áõÙ³ñ»Éáí ëï³óí³Í ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, Ïëï³-
Ý³Ýùª 

mnnn
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n
mnnn aaadxxfaaa 



    1

1

121 )( : 

²Ûëï»Õ m -Á Ó·ï»óÝ»Éáí ³Ýí»ñçáõÃÛ³Ýª Ïëï³Ý³Ýù 

1)( 



  n
n

n dxxf   

·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÝ»ñÁ, áñï»Õ n -Á ß³ñùÇ åáãÝ ¿`   21 nnn aa : 

 ²ÛëåÇëáíª  







n

n
n

dxxfdxxf )()(
1

 :             (2.13) 

àñå»ë ûñÇÝ³Ï, ·Ý³Ñ³ï»Ýù  sn
1

 ( 1s ) Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñùÇ åáãÁ: 

àõÝ»Ýùª 
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1

)1(
1

1
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







 s
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n
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xdx
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: 

Ð»ï¨³µ³ñ, (2.13)-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ïëï³Ý³Ýùª 

1
1

1 )1(
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)1)(1(
1






 


  s
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ss nskns

: 

µ) ¾ÛÉ»ñÇ µ³Ý³Ó¨Ç ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óáõÙÁ: ¸Çóáõù µ³í³ñ³ñí³Í »Ý 

ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ ¨ 
1

n
n

a




   ( 0na ): 

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ß³ñùÁ  

 
















1

1
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k

k

k
k dxxfa :                  (2.14) 

(2.11)-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝª 
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1

1

)(0 



  kk

k

k
k aadxxfa : 

ø³ÝÇ áñ 0na , áõëïÇ (2.14) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨, ³Û¹ ß³ñùÇ 

·áõÙ³ñÁ Ýß³Ý³Ï»Éáí C , ÏáõÝ»Ý³Ýùª 
1 1

1 11

( ) ( )
n kn n

k k
k k k

a f x dx a f x dx C
 

 

 
    

 
   : 

²ÛëåÇëáíª 

n
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k
k Cdxxfa  





1
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)( , áñï»Õ 0n ,             (2.15) 

ÁÝ¹ áñáõÙ, 1aC  : 

  (2.15) – áõÙ í»ñóÝ»Éáí 
1( )f x
x

 ª Ñ³Ý·áõÙ »Ýù ¾ÛÉ»ñÇ  (2.4) µ³Ý³-

Ó¨ÇÝ: 
8. ²µ»ÉÇ Ã»áñ»ÙÁ ÙáÝáïáÝ ß³ñù»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É: 

Â»áñ»Ù 2.10: ºÃ» ka  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ýí³½»Éáí Ó·ïáõÙ ¿ ½ñáÛÇ 

¨ 
1

n
n

a




  , ³å³ 

0nna : 

► ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 
0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ m  µÝ³Ï³Ý, ÃÇí ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

1 2 2m m na a a 
     , »ñµ n m : 

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ù³ÝÇ áñ na  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ýí³½áÕ ¿, ³å³  

  nmmn aaaamn   21)( : 

Ð»ï¨³µ³ñ,  

  





2mn
nnan , »ñµ mn 2 :  

Ð³Ï³ûñÇÝ³ÏÝ»ñ: 
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 1)  nn ln
1

 ß³ñùÇ ûñÇÝ³ÏÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ ²µ»ÉÇ Ã»áñ»ÙÇ 

Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ã¿: ²ÛëÇÝùÝª ãÝ³Û³Í, áñ 0ka  ¨ 0nna , 

µ³Ûó ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 
2) ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ß³ñùÁ. 

  0
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µ³Ý³Ó¨áí: ²Ûë ¹»åùáõÙ  

2
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 

 

   , 

µ³Ûó nna -Á ãÇ Ó·ïáõÙ 0-Ç: 

9. ²µ»É - ¸ÇÝÇÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ:  

Â»áñ»Ù 2.11: ¸Çóáõù nd -Á ¹ñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿ ¨ 

nn dddD  21 : ºÃ» 


1n
nd , ³å³ 

³) 
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1n n
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D
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µ) 
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
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1
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D
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 , Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ: 

► ³) üÇùë³Í m -Ç ¹»åùáõÙ áõÝ»Ýùª 

2
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D
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D
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 , 

áñï»Õ í»ñçÇÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ µ³í³ñ³ñíáõÙ ¿ µ³í³Ï³Ý³ã³÷ Ù»Í 

n -»ñÇ Ñ³Ù³ñ ( nmD ): Ð»ï¨³µ³ñ, ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝ-

ùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³) ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 
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µ)  xxf )(  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ ],[ 1 nn DD   Ñ³ïí³ÍáõÙ ÏÇñ³é»Éáí 

È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Áª Ïëï³Ý³Ýù 
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Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, µ) ß³ñùÁ ÝáõÛÝå»ë ½áõ·³Ù»ï ¿:  

Â»áñ»Ù 2.12: ¸Çóáõù nc -Á ¹ñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿ ¨ 
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³) 
1n
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, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ  0,1   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ: 

► ³) üÇùë³Í m -Ç ¹»åùáõÙ áõÝ»Ýùª 

2
11

11

21 


 









m

nm

m

nmm

nm

nm

m

m

m

m ccc







  , 

»ñµ n -Á µ³í³Ï³Ý³ã³÷ Ù»Í ¿ ( 0nm ): Ð»ï¨³µ³ñ, ÎáßÇÇ 

½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³) ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 

 µ) xxf )(  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ ],[ 1nn   Ñ³ïí³ÍáõÙ ÏÇñ³é»Éáí 

È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ µ³Ý³Ó¨Áª Ïëï³Ý³Ýù 





 


  1

1
11

n

nn
nn

c
c
c

 

·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ, áñï»Õ 1 nn c  : 

ø³ÝÇ áñ  1
2

n n
n

  





  , ³å³ µ³Õ¹³ïÙ³Ý ³é³çÇÝ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ 

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, µ) ß³ñùÁ ÝáõÛÝå»ë ½áõ·³Ù»ï ¿:  
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¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: Â»áñ»Ù 2.12-Ç µ) åÝ¹Ù³Ý Ù»ç 1n -Á ãÇ Ï³ñ»ÉÇ 

÷áË³ñÇÝ»É n -áí: ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏáõÙ »Ýù Ñ³Ùá½í»É ¹ñ³ÝáõÙ, 

í»ñóÝ»Éáí, ûñÇÝ³Ï` 
nn

n nc /1 : 

 
¢3. ÀÜ¸Ð²Üàôð Þ²ðøºð 

 
ºÃ» ß³ñùÇ µ³ó³ë³Ï³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ í»ñç³íáñ ¿, ³å³, ³Û¹ 

³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ¹»Ý ·ó»Éáí (ÇÝãÁ ãÇ ³½¹Ç ß³ñùÇ í³ñùÇ íñ³), Ïëï³Ý³Ýù 
¹ñ³Ï³Ý ß³ñù, áñÝ ³ñ¹»Ý áõëáõÙÝ³ëÇñ»É »Ýù: ÆëÏ »Ã» ß³ñùÇ ¹ñ³Ï³Ý 
³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ ¿ í»ñç³íáñ, ³å³ ß³ñùÇ µáÉáñ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ µ³½Ù³-
å³ïÏ»Éáí (-1)-áí, Ñ³ñóÁ Ïµ»ñ»Ýù Ý³Ëáñ¹ ¹»åùÇÝ: ²ÛëåÇëáí, Ù»½ ÙÝáõÙ 
¿ áõëáõÙÝ³ëÇñ»É ³ÛÝåÇëÇ ß³ñù»ñÁ, áñáÝóáõÙ Ã»' ¹ñ³Ï³Ý, ¨ Ã»' µ³ó³-
ë³Ï³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ ³Ýí»ñç ¿: ²Û¹åÇëÇ ß³ñù»ñÇó å³ñ½³·áõÛÝ-
Ý»ñÝ, ³Ûëå»ë Ïáãí³Í, Ýß³Ý³÷áË ß³ñù»ñÝ »Ý: 

1. Üß³Ý³÷áË ß³ñù»ñ: Üß³Ý³÷áË »Ý ÏáãíáõÙ Ñ»ï¨Û³É ïÇåÇ 
ß³ñù»ñÁ` 

  
n

n ccccc 1
4321 )1(    ( 0nc ):              

(3.1) 

Â»áñ»Ù 3.1 (È³ÛµÝÇó): ºÃ» nc  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ýí³½»Éáí 

Ó·ïáõÙ ¿ 0 -Ç` 0nc , ³å³ (3.1) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿: 

► ¼áõÛ· Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ mC2  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

)()()( 21243212 mmm ccccccC   : 

Ð»ï¨³µ³ñ, mC2  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ³×áÕ ¿: 

ØÛáõë ÏáÕÙÇó,  

1212223212 )()( cccccccC mmmm   : 

ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

mC2  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³Ù»ï ¿` 

CC m 2 :              (3.2) 

Î»Ýï Ï³ñ·Ç 12 mC  Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÇ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù 
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CcCC mmm   12212 :             (3.3) 

Â»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ µËáõÙ ¿ (3.2) ¨ (3.3) ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇó:  

Èñ³óáõÙ: Î»Ýï Ï³ñ·Ç 12 mC  Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Éáí 

Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

  )()( 12232112   mmm cccccC  , 

Ù»Ýù Ñ³Ùá½íáõÙ »Ýù, áñ CC m 12 : ²ÛëåÇëáí, 

  11220 cCCC mm   : 

²Ûë ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¿ ï³ÉÇë ·Ý³Ñ³ï»É 
É³ÛµÝÇóÛ³Ý ß³ñùÇ åáãÁ` 

)()1()1()1( 212
1

1   


 nn
n

n
n

n
n

n cccc   ( 0nc ): 

ø³ÝÇ áñ   21 nn cc  ß³ñùÝ Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ýß³Ý³÷áË ß³ñù ¿, 

Ñ»ï¨³µ³ñ,  

  n
n )1(sgn  ,  1 nn c : 

2. ´³ó³ñÓ³Ï ¨ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝ:  




1n
na               (3.4) 

ß³ñùÁ ÏáãíáõÙ ¿ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï, »Ã» 




1n
na               (3.5) 

ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿: 
Â»áñ»Ù 3.2 (ÎáßÇ): ´³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿: 
► ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: ø³ÝÇ áñ (3.5) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï 

¿, ³å³ ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

)(N  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

    mnnn aaaNn 21)( ,  ,...2,1m : 

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, áõÝ»Ýù` 

   mnnnmnnn aaaaaa  2121 ,  Nn  : 
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²ÛÅÙ, û·ïí»Éáí ÎáßÇÇ å³ÛÙ³ÝÇ µ³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÇó, Ïëï³Ý³Ýù, áñ 

(3.4) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿:  

1

1

( 1)n

n n





  ß³ñùÇ ûñÇÝ³ÏÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ Ï³Ý ß³ñù»ñ, áñáÝù 

½áõ·³Ù»ï »Ý, µ³Ûó ß³ñùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ùá¹áõÉÝ»ñÇó Ï³½Ù³Í ß³ñùÁ 
ï³ñ³Ù»ï ¿: ²Û¹åÇëÇ ß³ñù»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³Ù»ï 
ß³ñù»ñ: 

ºÃ» ß³ñùÇ µ³ó³ë³Ï³Ý (Ï³Ù ¹ñ³Ï³Ý) ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ 
í»ñç³íáñ ¿, ³å³ ³Û¹ ß³ñùÁ ¨ Ýñ³ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ùá¹áõÉÝ»ñÇó Ï³½Ù³Í 
ß³ñùÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ »Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï: ²Û¹ å³ï×³éáí å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý 
½áõ·³Ù»ï ß³ñùÇ Ã»' ¹ñ³Ï³Ý, ¨ Ã»' µ³ó³ë³Ï³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ 
³Ýí»ñç ¿: 

²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ (3.4) ß³ñùÇ Ã»' ¹ñ³Ï³Ý, ¨ Ã»' µ³ó³ë³Ï³Ý 
³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ ³Ýí»ñç ¿ ¨ (3.4) ß³ñùÇ ¹ñ³Ï³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇó 
Ï³½Ù»Ýù Ýáñ ß³ñù` 

 21 pp  ,              (3.6) 

å³Ñå³Ý»Éáí (3.4) ß³ñùÇ Ù»ç ³Û¹ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ý¹ÇåÙ³Ý 
Ñ»ñÃ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ: ´³ó³ë³Ï³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ùá¹áõÉÝ»ñÇó Ï³½Ù»Ýù Ù»Ï 
³ÛÉ ß³ñù` 

 21 qq  :              (3.7) 

ºÃ» (3.4), (3.5), (3.6) ¨ (3.7) ß³ñù»ñÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ 

Ýß³Ý³Ï»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ nA , *
nA , nP  ¨ nQ , ÇëÏ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ` 

A , *A , P , Q , ³å³ ÏáõÝ»Ý³Ýù` 

mkn QPA  ,   mkn QPA * :            (3.8) 

Ð»ï¨³µ³ñ, »ñµ (3.4) ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿ (³ÛëÇÝùÝ` (3.5) 

ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿` ** AAn  ), ³å³ (3.6) ¨ (3.7) ¹ñ³Ï³Ý ß³ñù»ñÁ 

½áõ·³Ù»ï »Ý, áñáíÑ»ï¨ **** , AAQP nmk  : (3.8) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ 

³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ` Ïëï³Ý³Ýù QPA  , QPA * :  
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ÆëÏ »ñµ (3.4) ß³ñùÁ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³Ù»ï ¿ ( AAn   (í»ñç³íáñ), 

*
nA ), ³å³ (3.6) ¨ (3.7) ß³ñù»ñÁ »ñÏáõëÝ ¿É ï³ñ³Ù»ï »Ý: Æñáù, »Ã» 

Ýñ³ÝóÇó Ù»ÏÁ ÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï` PPk   (í»ñç³íáñ), ³å³ nkm APQ   

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÝáõÛÝå»ë ÏáõÝ»Ý³ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý, Ñ»ï¨³µ³ñ, 

mkn QPA *  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÝáõÛÝå»ë ÏáõÝ»Ý³ í»ñç³íáñ 

ë³ÑÙ³Ý, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ *
nA  å³ÛÙ³ÝÇÝ: 

3. ÎáßÇÇ ¨ ¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÝ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ:  
¸Çï³ñÏ»Ýù 




1n
na  

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ß³ñùÁ: ²Ûë ¹»åùáõÙ ÎáßÇÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ Ó¨³Ï»ñå»Éáõ Ñ³Ù³ñ 
Ýß³Ý³Ï»Ýù`  

*limn
nn

a K


 : 

 ÖßÙ³ñÇï »Ý Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÝ»ñÁ. 

³) ºÃ» 1* K , ³å³ 


1n
na  ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿: 

µ) ºÃ» 1* K , ³å³ 


1n
na  ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 

²Ûë åÝ¹áõÙÝ»ñÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ áõÕÕ³ÏÇ ÏÇñ³éáõÙ »Ýù ÎáßÇÇ 

Ñ³Ûï³ÝÇßÁ  na  ß³ñùÇ Ñ³Ù³ñ: ØÝáõÙ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ µ) ¹»åùáõÙ 

0na  , Ñ»ï¨³µ³ñ, 0na  , Ñ»ï¨³µ³ñ, 


1n
na  ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 

¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ Ó¨³Ï»ñå»Éáõ Ñ³Ù³ñ, »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ 
·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

   1 *lim n

n
n

a
D

a



  

ë³ÑÙ³ÝÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ, 
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 ³) ºÃ» 1* D , ³å³ 


1n
na  ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿: 

 µ) »Ã» 1* D , ³å³ 


1n
na  ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 

 ²Ûëï»Õ ÏñÏÇÝ µ) ¹»åùáõÙ` 0na  : 

 ÆÝãå»ë ¹ñ³Ï³Ý ß³ñù»ñÇ ¹»åùáõÙ, ³ÛÝå»ë ¿É ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ß³ñù»ñÇ 
¹»åùáõÙ ¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ó¨³Ï»ñå»É í»ñÇÝ ¨ ëïáñÇÝ 
ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ É»½íáí: 
 ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù ûñÇÝ³ÏÝ»ñ. 

 1) 





1

1)1(
n

n
n

n
x

 : 

 ²Ûë ¹»åùáõÙ x
n

nx
a

a

n

n 




1
1

, xD * , Ñ»ï¨³µ³ñ, ß³ñùÁ 

µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, »ñµ 1x , ï³ñ³Ù»ï ¿, »ñµ 1x : ºÃ» 1x , 

³å³ 1x  Ï»ïáõÙ ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, áñå»ë É³ÛµÝÇóÛ³Ý ß³ñù, ÇëÏ 
1x  Ï»ïáõÙ ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿, áñå»ë Ñ³ñÙáÝÇÏ ß³ñù: 

 2) 










1

12
1

12
)1(

n

n
n

n
x

 ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, »ñµ 1x , ÇëÏ »ñµ 

1x , ß³ñùÁ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³Ù»ï ¿: 

 3)  







n

n
xn! ß³ñùÇ Ñ³Ù³ñ 

e
x

n

x
a

a
n

n

n 







 



11

1  ,  
e
x

D *  : 

 ºÃ» ex  , ³å³ ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, »Ã» ex  , ß³ñùÁ 

ï³ñ³Ù»ï ¿, ÇëÏ ex   ¹»åùáõÙ` 11 

n

n

a
a

, Ñ»ï¨³µ³ñ` 0na  , áõëïÇ 

ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 
 4. ²µ»ÉÇ ¨ ¸ÇñÇËÉ»Ç Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÁ: ²Ûë Ï»ïÁ ÝíÇñí³Í ¿ 

 nnba  

ï»ëùÇ ß³ñù»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛ³ÝÁ: ²Û¹ Ñ³ñóáõÙ Ï³ñ¨áñ ¹»ñ ¿ Ë³ÕáõÙ 
²µ»ÉÇ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÁ` 
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  q
p

q

q

pn
nn

p
n

q

pn
nn bAbbAba )(

1

1
)( )( 








,                   (3.9) 

áñï»Õ npp
p

n aaaA   1
)( ,  qnp  :  

 (3.9) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ó³Ë ÏáÕÙÇ ·áõÙ³ñÇ Ù»ç 

ï»Õ³¹ñ»Ýù` )( p
pp Aa  , )(

1
)( p

n
p

nn AAa   ,  qnp  : Îëï³óíÇ 

      q
p

q
p

qp
p

p
p

pp
p

p

q

pn
nn bAAbAAbAba )(

1
)(

1
)()(

1
)(




   

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñÇ ³ç ÏáÕÙáõÙ µ³ó»Éáí ÷³Ï³·Í»ñÁ ¨ í»ñ³ËÙµ³-
íáñ»Éáí ëï³óí³ÍÁ, ÏÑ³Ý·»Ýù (3.9) Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ: 
 Â»áñ»Ù 3.3 (¸ÇñÇËÉ»Ç Ñ³Ûï³ÝÇßÁ): ºÃ»  

 ³)  na  ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ nA  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿,  

 µ) 0nb  , 

³å³  nnba  ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿: 

 Â»áñ»Ù 3.4 (²µ»ÉÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ): ºÃ» 

 ³)  na  ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, 

 µ) nb  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÙáÝáïáÝ ¿ ¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï, 

³å³  nnba  ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿: 

 ► ¸ÇñÇËÉ»Ç Ñ³Ûï³ÝÇßÇ ³å³óáõÛóÁ: ¸Çóáõù` MAn  , ³Û¹ ¹»åùáõÙ 

MA p
n 2)(  : Ð»ï¨³µ³ñ, (3.9)-Çó ÏáõÝ»Ý³Ýù`  

    p

q

pn
nn Mbba 2



,                                 (3.10) 

ù³ÝÇ áñ 1 1 1 2 10, ( ) ( ) ( )n n p p p p q q q pb b b b b b b b b b              : 

 ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0  ÃÇí: 0nb  å³ÛÙ³ÝÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0p  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  
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Mbpp p 2/0  : 

 àëïÇ, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí (3.10)-Á, Ïëï³Ý³Ýù` 

    


q

pn
nnbapp 0 : 

 ØÝáõÙ ¿ ÏÇñ³é»É ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÁ:  
 ²µ»ÉÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ ³å³óáõÛóÁ: ²µ»ÉÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÝ ³å³óáõó»Éáõ 

Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù` bbn   (Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ  nnba  ß³ñùÇ µáÉáñ 

³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ïµ³½Ù³å³ïÏ»Ýù (-1)-áí, ÇÝãÁ ãÇ ³½¹áõÙ ß³ñùÇ í³ñùÇ íñ³): 

  nnba  ß³ñùÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³Ý¹³ÙÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù  

babbaba nnnnn  )(  

ï»ëùáí: 

 ø³ÝÇ áñ   )( bba nn  ß³ñùÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ ¸ÇñÇËÉ»Ç Ñ³Ûï³ÝÇßÇ 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, ³å³ ³ÛÝ ½áõ·³Ù»ï ¿:  nnba  ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÝ 

³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÙÝáõÙ ¿ û·ïí»É ½áõ·³Ù»ï ß³ñù»ñÇ 40 ¨ 50 Ñ³ïÏáõ-

ÃÛáõÝÝ»ñÇó:  

 ¸ÇñÇËÉ»Ç Ñ³Ûï³ÝÇßÇó µË»óÝ»Ýù È³ÛµÝÇóÇ Ã»áñ»ÙÁ: àõÝ»Ýù 
1( 1)n

nb  ß³ñùÁ, áñï»Õ 0nb : ²å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ ½áõ·³Ù»ï ¿: 

ì»ñóÝ»Ýù 1)1(  n
na : ø³ÝÇ áñ  na  ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ , Ñ»ï¨³µ³ñ, Ï³ñáÕ »Ýù ÏÇñ³é»É 
¸ÇñÇËÉ»Ç Ñ³Ûï³ÝÇßÁ:  
 Ü»ñÏ³Û³óÝ»Ýù ¸ÇñÇËÉ»Ç Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ù»Ï ³ÛÉ ÏÇñ³éáõÃÛáõÝ. 

 Â»áñ»Ù 3.5: ºÃ» 0nb , ³å³  nxbn sin  ¨  nxbn cos  ß³ñù»ñÁ 

½áõ·³Ù»ï »Ý, »Ã» kx 2 , Zk   (¹Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, áñ ³é³çÇÝ ß³ñùÁ 

½áõ·³Ù»ï ¿ Ý³¨ ³Û¹ Ï»ï»ñáõÙ): 
 ► àñå»ë½Ç Ï³ñáÕ³Ý³Ýù ÏÇñ³é»É ¸ÇñÇËÉ»Ç Ñ³Ûï³ÝÇßÁ, å»ïù ¿ 

óáõÛó ï³Ýù, áñ  nxsin  ¨  nxcos  ß³ñù»ñÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ 
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Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï »Ý: ê³ÑÙ³Ý³÷³Ïí»Ýù ³é³-
çÇÝáí. 
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
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

xnx
x

xnxn

xxxx
x

xnxxxxx
x
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





 

 Ð»ï¨³µ³ñ,  

2/sin
1sin

1 x
kx

n

k




, 

 ÇÝã ¨ å»ïù ¿ñ ³å³óáõó»É:  

 
¢4. ¼àô¶²Øºî Þ²ðøºðÆ ÐÆØÜ²Î²Ü Ð²îÎàôÂÚàôÜÜºðÀ 

 
 1. Þ³ñù»ñÇ ËÙµ³íáñáõÙÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù 

     na               (4.1) 

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ß³ñùÁ ¨, Ýñ³ÝÇó »ÉÝ»Éáí, Ï³½Ù»Ýù ËÙµ³íáñí³Í ß³ñù` 

  
,)(

)()(

21

2121

11

2111













 kkk nnn

nnnn

aaa

aaaaaa
        (4.2) 

áñï»Õ kn -Ý µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ËÇëï ³×áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿  0 1n  : 

ºÃ» (4.1) ß³ñùÇ n -ñ¹ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù nA -áí, ÇëÏ (4.2) 

ß³ñùÇ k -ñ¹ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÁ` kA~ , ³å³  

knk AA 
~

, 



¢4. ¼áõ·³Ù»ï ß³ñù»ñÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ 289 

³ÛëÇÝùÝ` (4.2) ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ý¹Ç-
ë³ÝáõÙ ¿ (4.1) ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý »ÝÃ³-
Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: Ð»ï¨³µ³ñ, (4.1) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿ 
(4.2) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ ¨ Ýñ³Ýó ·áõÙ³ñÝ»ñÇ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 Ð³Ï³é³ÏÁ ×Çßï ã¿, ûñÇÝ³Ï` 






 1111)1(
1

1

n

n  

 ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿, ÇëÏ ËÙµ³íáñí³Í 

 )11()11(  

 ß³ñùÁª ½áõ·³Ù»ï: 
 Â»áñ»Ù 4.1: ºÃ» (4.2) ËÙµ³íáñí³Í ß³ñùÇ Ù»ç ÙÇ¨ÝáõÛÝ ËÙµÇ µáÉáñ 
³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ÝáõÛÝ Ýß³ÝÇ »Ý (ËÙµÇó ËáõÙµ ³Û¹ Ýß³ÝÁ Ï³ñáÕ ¿ ÷áËí»É), 
³å³ (4.2) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿ (4.1) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇ-
ïáõÃÛáõÝÁ: 
 ► ¸Çóáõù (4.2) ß³ñùÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¿ A  ÃíÇÝ` 

AA
kn  : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0k  

µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

     AAAkk
kn10 :               (4.3) 

  ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã» kk nnn 1  ¨ k -ñ¹ ËÙµÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ¹ñ³Ï³Ý 

(µ³ó³ë³Ï³Ý) »Ý, ³å³ 

kk nnn AAA 
1

     1k kn n nA A A


  : 

 Ð»ï¨³µ³ñ, (4.3)-Çó µËáõÙ ¿, áñ »Ã» 
0knn  , ³å³ 

  AAA n , 

³ÛëÇÝùÝ` AAn  :  

 2. Þ³ñù»ñÇ ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ¸Çóáõù nk  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

N  µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¿ N -Ç 
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íñ³ (³ÛëÇÝùÝ`  ,,,, 21 nkkk  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

µÝ³Ï³Ý ÃÇí Ñ³Ý¹ÇåáõÙ ¿ Ù»Ï ¨ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ³Ý·³Ù): Üß³Ý³Ï»Ýùª 

    
nkn aa    ( ,...2,1n ):                     (4.4) 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

     na               (4.5) 

ß³ñùÁ ÏáãíáõÙ ¿ (4.1) ß³ñùÇ ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ (Ï³Ù ï»Õ³÷áËí³Í ß³ñù): 
 Â»áñ»Ù 4.2 (¸ÇñÇËÉ»): ºÃ» (4.1) ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, ³å³ 
(4.5) ß³ñùÁ ÝáõÛÝå»ë µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ Ýñ³Ýó ·áõÙ³ñÝ»ñÁ 
Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý: 
 ► ³) Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù ¹ñ³Ï³Ý ß³ñù»ñÇ ¹»åùáõÙ (³Ûë ¹»åùáõÙ 

µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý Ñ»ï): 
 ²Û¹ ß³ñù»ñÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³-

Ý³µ³ñ nA , nA -áí, ÇëÏ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ` A , A  -áí: 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ, (4.4)-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

   AAaaaA mkkkn n
 

21
, 

áñï»Õ ),,,max( 21 nkkkm  : Ð»ï¨³µ³ñ, (4.5) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ 

AA   (û·ïí»óÇÝù ¹ñ³Ï³Ý ß³ñù»ñÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÇó): 
 ø³ÝÇ áñ (4.1) ß³ñùÝ ¿É Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ (4.5) ß³ñùÇ 
ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ, ³å³ ×Çßï ¿ Ý³¨ Ñ³Ï³é³Ï ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ` 

AA  : ²ÛëåÇëáíª AA  : 
 µ) ²ÛÅÙ Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõó»Ýù ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ: Àëï Ã»áñ»ÙÇ 
å³ÛÙ³ÝÇ, (4.1) ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, ³ÛëÇÝùÝ` ½áõ·³Ù»ï ¿ 

 na  ¹ñ³Ï³Ý ß³ñùÁ: Ð»ï¨³µ³ñ, ½áõ·³Ù»ï ÏÉÇÝÇ Ý³¨  na  ß³ñùÁ, 

áñå»ë ³Û¹ ß³ñùÇ ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ, ³ÛëÇÝùÝ` (4.5) ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï 
½áõ·³Ù»ï ¿: 
 àñå»ë½Ç ³å³óáõó»Ýù AA   Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, û·ïí»Ýù Ý³Ëáñ¹ 
å³ñ³·ñ³ýÇ 2 Ï»ïÇ Ï³éáõóí³ÍùÇó: àõÝ»Ýùª  

QPA  ,  QPA  , 

áñï»Õ P -Ý (4.1) ß³ñùÇ ¹ñ³Ï³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇó Ï³½Ù³Í ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÝ ¿, 

Q -Ý µ³ó³ë³Ï³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ùá¹áõÉÝ»ñÇó Ï³½Ù³Í ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÝ ¿, ÇëÏ 
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P  -Á ¨ Q -Á ÝáõÛÝ ·áõÙ³ñÝ»ñÝ »Ý ï»Õ³÷áËí³Í ß³ñùÇ Ñ³Ù³ñ: ø³ÝÇ áñ 

PP  , QQ  , ³å³ AA  :  

 ► ºñÏñáñ¹ ³å³óáõÛó: Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ  
*

1 1:n p p pA A a a       , 

áñï»Õ p -Ý nA  ·áõÙ³ñÇ Ù»ç ãÙïÝáÕ` (4.1) ß³ñùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ 

ÇÝ¹»ùëÝ»ñÇó ÷áùñ³·áõÛÝÝ ¿: 

 ²ÛÅÙ, »ñµ n  , ÏÑ»ï¨Çª p   , áñï»ÕÇó ¿Éª *
1 0p   :  

 Â»áñ»Ù 4.3 (èÇÙ³ÝÇ Ã»áñ»ÙÁ): ºÃ» (4.1) ß³ñùÁ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý 
½áõ·³Ù»ï ¿, ³å³ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ   ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³Û¹ 

ß³ñùÇ ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ, áñÇ ·áõÙ³ñÁ  -Ý ¿ ( -Ý Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É Ý³¨   

Ï³Ù  ): 
 ► ä³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ 

 21 pp ,  21 qq  

»ñÏáõ ß³ñù»ñÝ ¿É ï³ñ³Ù»ï »Ý (¢3, Ï»ï 2): 

 Ü³Ë ùÝÝ³ñÏ»Ýù í»ñç³íáñ  -Ç ¹»åùÁ: 1k -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ 

³Ù»Ý³÷áùñ ÇÝ¹»ùëÁ, áñÇ Ñ³Ù³ñ` 

11 2 kp p p     : 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨ 1m -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ ³Ù»Ý³÷áùñ ÇÝ¹»ùëÁ, áñÇ Ñ³Ù³ñ` 

   )()(
11 2121 mk qqqppp  : 

 Ð³çáñ¹ ù³ÛÉáõÙ áñå»ë 2k  ¨ 2m  í»ñóÝ»Ýù ³ÛÝ ³Ù»Ý³÷áùñ ÇÝ¹»ùë-

Ý»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ`  

,)(

)()(

211

11

21

2121





 kkk

mk

ppp

qqqppp




 

:)()(

)()(

2121

11

11

2121





 mmkk

mk

qqpp

qqqppp




 

 ²Ûë åñáó»ëÝ ³Ýí»ñç ß³ñáõÝ³Ï»Éáí` Ïëï³Ý³Ýù ÙÇ ËÙµ³íáñí³Í 
ß³ñù. 
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1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ...

( ) ( ) ,
i i i i

k m

k k m m

p p q q

p p q q
  

      

      

 

  
 

áñÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¿   ·áõÙ³ñÇÝ, ù³Ý½Ç Ýñ³ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ 

ß»ÕáõÙÁ  -Çó ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ 
ikp  Ï³Ù 

imq  

Ãí»ñÁ, áñáÝù Ó·ïáõÙ »Ý 0-Ç ((4.1) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ßÝáñÑÇí): 
 Þ³ñù»ñÇ ËÙµ³íáñÙ³Ý Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 

  
















ii

ii

mm

kkmk

qq

ppqqpp

1

111

1

111
 

ß³ñùÁ, áñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ (4.1) ß³ñùÇ ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ, ÝáõÛÝå»ë 
Ï½áõ·³ÙÇïÇ   ·áõÙ³ñÇÝ: 
   ¹»åùáõÙ Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ áñå»ë (4.1) ß³ñùÇ 
ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ Ïí»ñóÝ»Ýù 

1 1 2 11 2 1 1 2 1...
i ik k k k k ip p p q p p q p p q
                   

ß³ñùÁ, áñï»Õ ik , ,...2,1i  ÇÝ¹»ùëÝ»ñÝ ÁÝïñáõÙ »Ýù ³ÛÝå»ë, áñ  

 ippqppqpp
ii kkkk  

 12211 121
 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³Ý µáÉáñ ,...2,1i  ³ñÅ»ùÝ»ñÇ 

Ñ³Ù³ñ:  

 ÜÙ³Ý ³å³óáõÛóÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ Ý³¨     ¹»åùáõÙ:  

 3. ÎñÏÝ³ÏÇ ß³ñù»ñÇ Ã»áñ»ÙÁ: (4.1) ß³ñùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇó Ï³½Ù»Ýù 
³Ýí»ñç Ãíáí ß³ñù»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ (4.1)-Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³Ý¹³Ù Ù³ë-
Ý³ÏóÇ Ï³½Ù³Í ß³ñù»ñÇó ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏáõÙ ¨ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ³Ý·³Ù: ¸Çóáõùª 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

:
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:

:
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a a a s
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 ²Ûë Ýáñ ß³ñù»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ïñí³Í ß³ñùÇ ïñáÑÙ³Ý ß³ñù»ñ: 
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 Â»áñ»Ù 4.4: ºÃ» (4.1) ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, ³å³ 
 ³) ïñáÑÙ³Ý ß³ñù»ñÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï »Ý, 
 µ) Ýñ³Ýó ·áõÙ³ñÝ»ñÇó Ï³½Ù³Í ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, 

 ·) 









11 n

n
m

m as : 

 ► ³) Üß³Ý³Ï»Ýùª 
*

21 Aaaa n   : 

  ²Û¹ ¹»åùáõÙ *
21 Aaaa mkmm   , Ñ»ï¨³µ³ñ, ïñáÑÙ³Ý m -ñ¹ 

ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿  1,2,...m  : 

 µ) Üß³Ý³Ï»Ýùª 

mkmmmk aaas  21
* , 






1

*

k
mkm as : 

  ²Û¹ ¹»åùáõÙ *

1

* As
n

m
mk 



 ¨, k -Ý Ó·ï»óÝ»Éáí ³Ýí»ñçáõÃÛ³Ý, Ïëï³-

Ý³Ýùª *

1

* As
n

m
m 



: ²Ûëï»ÕÇó µËáõÙ ¿, áñ *

1

As
n

m
m 



, áñáíÑ»ï¨ 

*
m ms s : 

 ·) Üß³Ý³Ï»Ýùª 

mkmmmk aaas  21 : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

 





 1

11
pp

n

m
mk

n
n aasa , 

áñï»Õ p -Ý ³ÛÝ ³Ù»Ý³÷áùñ ÇÝ¹»ùëÝ ¿, áñ pa -Ý ÁÝ¹·ñÏí³Í ã¿ 


n

m
mks

1

 

·áõÙ³ñÇ Ù»ç: k -Ý Ó·ï»óÝ»Éáí ³Ýí»ñçáõÃÛ³Ýª Ïëï³Ý³Ýù 

 





 1
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qq

n

m
m

n
n aasa  
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³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ q -Ý ³ÛÝ ³Ù»Ý³÷áùñ ÇÝ¹»ùëÝ ¿, áñ qa -Ý 

ÁÝ¹·ñÏí³Í ã¿ ïñáÑÙ³Ý ³é³çÇÝ n  ß³ñù»ñÇ Ù»ç: ºÃ» n , ³å³ 

q , Ñ»ï¨³µ³ñ, ·)-Ý µËáõÙ ¿ ëï³óí³Í ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: îñáÑÙ³Ý ß³ñù»ñÇ ÙÇ Ù³ëÁ (Ï³Ù µáÉáñÁ) Ï³ñ»ÉÇ ¿ 
÷áË³ñÇÝ»É í»ñç³íáñ ·áõÙ³ñÝ»ñáí: Ð»ï¨³µ³ñ, ³Ûë Ã»áñ»ÙÇó µËáõÙ ¿ 
µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ß³ñù»ñÇ ï»Õ³÷áË»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ: 
 4. Þ³ñù»ñÇ ÎáßÇÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ: 
 Â»áñ»Ù 4.5 (ÎáßÇ): ºÃ» 

Aa
n

n 


0

 ¨ Bb
n

n 


0

 

ß³ñù»ñÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï »Ý, ³å³ 

   ABbababa
n

nnn 





0
0110 )(  ,                  (4.6) 

ÁÝ¹ áñáõÙ, (4.6) ß³ñùÁ (áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ ïñí³Í ß³ñù»ñÇ ÎáßÇÇ ³ñï³¹ñÛ³É), 
ÝáõÛÝå»ë µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿: 
 ► ¸Çï³ñÏ»Ýù  

     0110011000 babababababa nnn          (4.7) 

ß³ñùÁ: ø³ÝÇ áñ 

   **
1010 BAbbbaaa nn   , 0,1,2,...n  , 

áñï»Õ  naA* ,  nbB * , ³å³ (4.7) ß³ñùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ 

Ùá¹áõÉÝ»ñÇó Ï³½Ù³Í ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÁ ã»Ý ·»ñ³½³ÝóÇ * *A B  
ÃÇíÁ: àëïÇ (4.7) ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨, Ñ»ï¨³µ³ñ, (4.6) ß³ñùÁ 
ÝáõÛÝå»ë µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿: 
 ²ÛÅÙ ÝÏ³ï»Ýù, áñ (4.7) ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÁ ÙÇ ÏáÕÙÇó Ñ³í³ë³ñ ¿ (Çñ 
ËÙµ³íáñáõÙÇó ëï³óí³Í) (4.6) ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÇÝ, ÙÛáõë ÏáÕÙÇó, ÏñÏÝ³ÏÇ 
ß³ñù»ñÇ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³ÛÝ Ñ³í³ë³ñ ¿ 

  ksss 21 , 

áñï»Õ )( 10  bbas kk , ,...1,0k : ²Ûëï»ÕÇó ¿É Ñ»ï¨áõÙ ¿ (4.6) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  
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 Èñ³óáõÙ: ºÉÝ»Éáí (4.7) ß³ñùÇó` (4.6) ß³ñùÇ ÷áË³ñ»Ý ¹Çï³ñÏ»Ýù  

     ns               (4.6') 

ß³ñùÁ, áñï»Õ ns -»ñÁ (4.7) ß³ñùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í ³ÛÝåÇëÇ 

(í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç) ·áõÙ³ñÝ»ñ »Ý, áñ (4.7)-Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³Ý¹³Ù 

(áñå»ë ·áõÙ³ñ»ÉÇ) ÁÝ¹·ñÏíÇ ns -»ñÇó Ù»ÏÇ ¨ ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏÇ Ù»ç: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

BAs n  : 

 ÎÇñ³é»Éáí Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹Á` ³Ûë »½ñ³Ï³-
óáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ï³ñ³Í»É »ñÏáõëÇó ³í»ÉÇ Ãíáí ß³ñù»ñÇ íñ³: 
 Â»áñ»Ù 4.6 (Ø»ñï»Ýë): ºÃ» ïñí³Í ß³ñù»ñÇó Ù»ÏÁ µ³ó³ñÓ³Ï 
½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ ÙÛáõëÁ` å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý, ³å³ Ýñ³Ýó ÎáßÇÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ 
½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ ï»ÕÇ áõÝÇ (4.6) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 ► ºÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» ³Û¹ ß³ñù»ñÇó ³é³çÇÝÝ ¿ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï` 

    




*

0

Aa
n

n :                    (4.8) 

 Üß³Ý³Ï»Ýù`  





n

k
kn aA

0

, 



n

k
kn bB

0

, 


 
n

k
kkkn bababaC

0
0110 )(  , 

BBnn  ,  
0

max nn
M 


 : 

  òáõÛó ï³Ýù, áñ ABCn  : àõÝ»Ýù` 

:
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)()(
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01100110

021120011000




nnnn

nnn
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n

aaaBA
BaBaBa

BaBaBabababa
babababababaC






















 

 ²ÛÅÙ Ýß³Ý³Ï»Ýù 0110  nnnn aaa     ¨ óáõÛó ï³Ýù, áñ 

0n :  

 ¸Çóáõù` 0 : ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, (4.8)-Çó 

Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0m  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 
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 nm aa 10
,  »ñµ 0mn  : 

 ²ÛÝáõÑ»ï¨, 0n  å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 

 k , »ñµ 0kk  : 

 ì»ñóÝ»Éáí 00 kmn   ¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ k M  ` ÏáõÝ»Ý³Ýù 

0 0

0 0

0 1 1

*
1 1 0

n n n m n m

m n m n

a a a

a a A M

   

   

 

  

    

    




 

·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ:  

 ÎáßÇÇ ûñÇÝ³ÏÁ: òáõÛó ï³Ýù, áñ Ø»ñï»ÝëÇ Ã»áñ»ÙáõÙ ß³ñù»ñÇó Ù»ÏÇ 

µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ ¿³Ï³Ý ¿. 
0

( 1)
1

n

n n








  å³ÛÙ³-

Ý³Ï³Ý ½áõ·³Ù»ï ß³ñùÁ ÇÝùÝ Çñ Ñ»ï µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí Áëï ÎáßÇÇ` 
Ïëï³Ý³Ýù ï³ñ³Ù»ï ß³ñù: 
 Æñáù, ³Ûë ¹»åùáõÙ ³ñï³¹ñÛ³É ß³ñùÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³Ý¹³ÙÝ ¿` 

   






n

k

n
n

k
knkn

knk
bac

00 )1)(1(
1)1(  : 

 ø³ÝÇ áñ 2)1()1)(1(  nknk , ³å³ 

1
)1(

1
2







n
ncn : 

 Ð»ï¨³µ³ñ, nc -Á ãÇ Ó·ïáõÙ ½ñáÛÇ, áõëïÇ ³ñï³¹ñÛ³É ß³ñùÁ ï³-

ñ³Ù»ï ¿: 
 

¢5. ÂºÚÈàðÆ Þ²ðø 
 

 1. ²ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ß³ñù»ñ: ²ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ß³ñù »Ý ³Ýí³ÝáõÙ   

    


0n

n
n xa              (5.1) 

ï»ëùÝ áõÝ»óáÕ ß³ñù»ñÇÝ, áñï»Õ na -Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ãí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³-

Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿: Üß³Ý³Ï»Ýù`  
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lim n
nn

a


 , 

1

R :*            (5.2) 

 Â»áñ»Ù 5.1:  

 ³) ºÃ» Rx  , ³å³ (5.1) ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, 

 µ) »Ã» Rx  , ³å³ (5.1) ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 

 ► ²å³óáõÛóÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ÎáßÇÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇó: Æñáù, 

Ýß³Ý³Ï»Ýù` n
nn xac  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ áõÝ»Ýù, áñ 

lim limn n
n nn n

x
c x c

R 
   

áõ ÙÝáõÙ ¿ ÏÇñ³é»É ÎáßÇÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ:  

 R  ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ (5.1) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ß³é³íÇÕ, ÇëÏ 

1
lim n

nn

R
a



  

 µ³Ý³Ó¨Á ÏáãíáõÙ ¿ ÎáßÇ – Ð³¹³Ù³ñÇ µ³Ý³Ó¨: 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 ³)  nn xn  ß³ñùÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¿ ÙÇ³ÛÝ 0x  Ï»ïáõÙ  0R  : 

 µ)  !n
x n

 ß³ñùÇ Ñ³Ù³ñ` R  (³Ûëï»Õ Ñ³ñÙ³ñ ¿ û·ïí»É 

¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇó): 
 ·)  nx  ß³ñùÇ Ñ³Ù³ñ` 1R ; (-1,1) ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³ÛùÇ 

1x  ¨ 1x  Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 

 ¹)  n
x n

 ß³ñùÇ ¹»åùáõÙ` 1R : 1x  Ï»ïáõÙ ß³ñùÁ 

å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ 1x  Ï»ïáõÙ` ï³ñ³Ù»ï: 

 »)  2n
x n

, 1R : ¼áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³ÛùÇ 1x  ¨ 1x  

Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿: 

                                                
*  ä³ÛÙ³Ý³íáñíáõÙ »Ýù , áñ 0   ¹»åùáõÙ` R   , ÇëÏ »Ã»    , ³å³ 0R  : 
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 ì»ñçáõÙ Ýß»Ýù, áñ   n
n xxa )( 0  ï»ëùÇ ß³ñù»ñÁ ÝáõÛÝå»ë ÏáãíáõÙ 

»Ý ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ß³ñù»ñ, áñáÝó áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛáõÝÁ 0xxt   Ýß³-

Ý³ÏÙ³Ý ÙÇçáóáí µ»ñíáõÙ ¿ Ý³Ëáñ¹ ¹»åùÇÝ: ²Ûë ¹»åùáõÙ ß³ñùÁ Ï½áõ-

·³ÙÇïÇ Rxx  0  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ (Ï³ñáÕ »Ý ³í»É³Ý³É Ý³¨ ÙÇç³Ï³ÛùÇ 

Í³Ûñ³Ï»ï»ñÁ): na  Ãí»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ³Û¹ ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ß³ñùÇ ·áñÍ³-

ÏÇóÝ»ñ:   

 2. Â»ÛÉáñÇ ß³ñù: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïÇ ÙÇ ÇÝã - áñ ßñç³Ï³Û-

ùáõÙ ³Ýí»ñç ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ (áõÝÇ µáÉáñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ): ²Û¹ 
¹»åùáõÙ 

    n

n

n

xx
n

xf
)(

!
)(

0
0

0
)(






 

³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ß³ñùÁ ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Â»ÛÉáñÇ ß³ñù ( 0x  Ï»ïÇ 

ßñç³Ï³ÛùáõÙ), ÁÝ¹ áñáõÙ, Ýñ³ 

 )( 00 xfa  ,  
!1

)( 0
1

xf
a


 ,  

!2
)( 0

2

xf
a


 , ... ,  

!
)( 0

)(

n
xf

a
n

n  , ...  

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý Â»ÛÉáñÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñ: 

 Â»áñ»Ù 5.2: àñå»ë½Ç áñ¨¿ x  Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Â»ÛÉáñÇ ß³ñùÁ 

½áõ·³ÙÇïÇ )(xf -ÇÝ` 

   n

n

n

xx
n

xf
xf )(

!
)(

)( 0
0

0
)(






,               (5.3') 

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ³Û¹ x  Ï»ïáõÙ Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Ç ÙÝ³óáñ-

¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ Ó·ïÇ ½ñáÛÇ` 

    0)( xrn    n : 

 ²Ûë åÝ¹áõÙÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ß³ñùÇ ·áõÙ³ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó ¨ 
Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Ç ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó` 

)()(
!

)(
)( 0

0

0
)(

xrxx
k

xf
xf n

k
n

k

k




,  ,...2,1n : 
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 ²ÛëåÇëáí, Â»ÛÉáñÇ ß³ñùÇ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ý·áõÙ ¿ Â»ÛÉáñÇ 
µ³Ý³Ó¨Ç ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛ³ÝÁ: 

 Ð³×³Ë 0x  Ï»ïÇ ¹»ñáõÙ Ñ³Ý¹»ë ¿ ·³ÉÇë 00 x  Ï»ïÁ: ²Ûë ¹»åùáõÙ 

(5.3') í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 

   n

n

n

x
n

fxf 





0

)(

!
)0()(  ,               (5.3) 

ÇëÏ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ` 
 ³) È³·ñ³ÝÅÇ ï»ëùáí. 

1
)1(

)!1(
)()( 




 n

n

n x
n

xfxr 
,  10  , 

 µ) ÎáßÇÇ ï»ëùáí.  
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a) òáõóã³ÛÇÝ ¨ ÑÇÙÝ³Ï³Ý »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: 

 Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù Ñ»ï¨Û³É ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µÝáõÛÃÇ Ã»áñ»ÙÁ. 

  Â»áñ»Ù 5.3: ¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ³Ýí»ñç ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ],[ hh  

Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ 
( ) ( )nf x L ,  ],[ hhx  ,   ,...2,1n  : 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ ],[ hh  Ñ³ïí³ÍáõÙ (³ÛëÇÝùÝ` ³Û¹ Ñ³ïí³ÍÇ µáÉáñ 

Ï»ï»ñáõÙ) ï»ÕÇ áõÝÇ (5.3) í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ: 
 ► ºÉÝ»Éáí ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ È³·ñ³ÝÅÇ ï»ëùÇó` 
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 ØÝáõÙ ¿ û·ïí»É Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇó:  

 xxexf x cos,sin,)(   ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ã»áñ»Ù 5.3-Á  Ï³ñ»ÉÇ ¿ 
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³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ùá¹áõÉÝ»ñÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï »Ý í»ñ¨Çó, Ñ³Ù³å³ï³ëË³-
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 ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ È³·ñ³ÝÅÇ ï»ëùÇó Ïëï³Ý³Ýù` 

  0
1

1
1

1)( 1










n
x

n
xr n

n , ]1,1[x : 
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·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ: ø³ÝÇ áñ 1x  å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ   11 x , 
³å³ í»ñçÇÝ ³ñï³¹ñÇãÁ ÷áùñ ¿ Ù»ÏÇó: Ð»ï¨³µ³ñ, 1 0x   ¹»åùáõÙ 
ÏáõÝ»Ý³Ýù` 
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n , »ñµ n  :                         (5.5) 

 Â»áñ»Ù 5.2-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, (5.4)-Çó ¨ (5.5)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 
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 ²Ûëï»Õ í»ñóÝ»Éáí 1x ` Ïëï³Ý³Ýù 

  

n
n 1)1(

3
1

2
112ln 1  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
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(»ñµ m -Á µÝ³Ï³Ý ÃÇí ¿, ëï³óíáõÙ ¿ ÜÛáõïáÝÇ »ñÏ³Ý¹³ÙÇ µ³Ý³Ó¨Á): 
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 ØÇç³Ï ÷³Ï³·Í»ñÇ Ù»ç ·ñí³Í ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ Ó·ïáõÙ ¿ 0-Ç, »ñµ 
n , áñå»ë ½áõ·³Ù»ï µÇÝáÙ³Ï³Ý ß³ñùÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³Ý¹³Ù ( m -Á 

÷áË³ñÇÝí³Í ¿ ( 1m )-áí): ì»ñçÇÝ ³ñï³¹ñÇãÁ Ùá¹áõÉáí ÷áùñ ¿ Ù»ÏÇó 

(³å³óáõóíáõÙ ¿ ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë c) ¹»åùáõÙ): ì»ñç³å»ë, 1(1 )mmx x   
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³ñï³¹ñÇãÇ  Ùá¹áõÉÝ ÁÝÏ³Í ¿   11 
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mxmx  ¨   11 
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 ²ÛëåÇëáí, 0)( xrn , »ñµ )1,1(x : Ð»ï¨³µ³ñ, Ã»áñ»Ù 5.2-Ç 

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 1x  ¹»åùáõÙ ëï³ÝáõÙ »Ýù` 
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      


:    (5.6) 

 ì»ñçáõÙ Ýß»Ýù (³å³óáõÛóÁ` ·ÉËÇ í»ñçáõÙ), áñ 1x  Ï»ïáõÙ (5.6) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ 1m  ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ, ÇëÏ 1x  

Ï»ïáõÙ` 0m  ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ: 
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ýáõÝÏóÇ³Ý: Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ ³Ýí»ñç ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ³ÙµáÕç 
Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ ¨  

   0)0()( nf ,  ,...2,1n :                         (5.7) 

 ²å³óáõÛóÇ ÁÝÃ³óùáõÙ û·ïí»Éáõ »Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³ÛïÝÇ ë³ÑÙ³ÝÇó (IV 
·ÉáõË, ¢5, Ï»ï 2). 
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 ºÃ» 0x , ³å³ 
2/1

3

2)( xe
x

xf  , 
2/1

64

46)( xe
xx

xf 





  , ... : 
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1

12
1

3
1111ln

2
11

nnn
n : 
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 Ð³ßí»Éáí ÙÇç³Ï ÷³Ï³·Í»ñÇ Ù»ç ·ñí³Í ³Ýí»ñç Ýí³½áÕ »ñÏñ³ã³-
÷³Ï³Ý åñá·ñ»ëÇ³ÛÇ ·áõÙ³ñÁ` Ïëï³Ý³Ýù (5.10')-Á: 
 II ù³ÛÉ. òáõÛó ï³Ýù, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ a  Ñ³ëï³ïáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

   nnn
eeann 122

1

!



 ,  10  :             (5.11) 

 Üß³Ý³Ï»Ýù` 

    2/1

!


 n

n

n n
ena :              (5.12) 

 ²Û¹ ¹»åùáõÙ  

   

2/1

12/1

2/3

1

111
)!1(
)1(! 













 





n

nn

nn

n

n

neenn
nen

a
a

: 

 ú·ïí»Éáí (5.10) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó` Ïëï³Ý³Ýù 

)1(12/1

12
1

)1(12
1

1

1






 n

n
nn

n

n

e
ee

a
a

 

·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÝ»ñÁ: ²Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù »ñÏáõ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ` 

³) nn aa 1 ,  µ) )1(12
1

1
12

1







 n

n
n

n eaea : 

 ²é³çÇÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ na  ¹ñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ýí³½áÕ ¿: ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ 
í»ñ³µ»ñÛ³É Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³ÛÝ ½áõ·³Ù»ï ¿` 

    aan  :              (5.13) 

 ºñÏñáñ¹ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 

    aea n
n 


12

1

:                     (5.14) 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (5.13)-Á ¨ (5.14)-Á` Ïëï³Ý³Ýù 

n
n aeaa 12

1

  

ÏñÏÝ³ÏÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ø³ÝÇ áñ n
x

aex 12)(   ýáõÝÏóÇ³Ý 

(ýÇùë³Í n -Ç ¹»åùáõÙ) [0,1] Ñ³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ¨ ËÇëï ³×áÕ, ÇëÏ 
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na -Á ÁÝÏ³Í ¿ Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ù-

Ý»ñÇ ÙÇç¨, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇç³ÝÏÛ³É   Ï»ï ( 10  ), ³ÛÝåÇëÇÝ, 

áñ /12n
na ae : î»Õ³¹ñ»Éáí na -Ç ëï³óí³Í ³ñÅ»ùÁ (5.12)-Ç Ù»ç` Ïëï³-

Ý³Ýù (5.11)-Á: 
 III ù³ÛÉ. ì³ÉÇëÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` 

  
nn

n
nn

n n

nn

1
)!2(
)!(2lim1

)12(31
242lim

22







 

 : 

 Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí ý³ÏïáñÇ³ÉÇ (5.11) Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ` Ïëï³Ý³Ýù 

   
2

1
)2(

2lim 2/122/12

21222 a
nena

ena
nn

nnn

n







  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñï»ÕÇó ¿É, ï»Õ³¹ñ»Éáí 2a   ³ñÅ»ùÁ (5.11)-Ç 

Ù»ç, Ïëï³Ý³Ýù êïÇéÉÇÝ·Ç (5.9) µ³Ý³Ó¨Á: 
 

¢ 6. ²Üìºðæ ²ðî²¸ðÚ²ÈÜºð  
 

1. ÐÇÙÝ³Ï³Ý ·³Õ³÷³ñÝ»ñÁ: ¸Çóáõù np -Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ãí³ÛÇÝ 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿: ¸Çï³ñÏ»Ýù 

                   nppp 21  

ëÇÙíáÉÁ: ²ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ ³Ýí»ñç ³ñï³¹ñÛ³É ¨ Ñ³×³Ë ·ñíáõÙ ¿ 
³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ýß³ÝÇ ÙÇçáóáí` 




1n
np :              (6.1) 

np -Á ÏáãíáõÙ ¿ ³Û¹ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ n -ñ¹ ³Ý¹³Ù Ï³Ù ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ 

³Ý¹³Ù: 

nn pppP  21     ( ,...2,1n ) 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ (6.1) ³Ýí»ñç ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: 

ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

PPnn



lim              (6.2) 
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ë³ÑÙ³ÝÁ (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç), ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ (6.1) ³Ýí»ñç 
³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ³ñÅ»ù ¨ ·ñíáõÙ ¿` 

  





1

21
n

nn ppppP  : 

 ºÃ» P -Ý í»ñç³íáñ ¿ ¨ ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ, ³å³ (6.1) ³Ýí»ñç ³ñ-
ï³¹ñÛ³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ (»ñµ (6.2) ë³ÑÙ³ÝÁ 
·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ, ³Ýí»ñç ¿, Ï³Ù` Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ) (6.1) ³Ýí»ñç ³ñ-
ï³¹ñÛ³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ ï³ñ³Ù»ï: 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ:  

 1) 
2
111

2
2 





 



n n
: 

 Æñáù, 

2
11

2
111

3
11

2
11 222 









 






 





 

n
n

n
Pn  : 

 2) ì³ÉÇëÇ µ³Ý³Ó¨Á (·ÉáõË 5, ¢ 8, Ï»ï 3) Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É 
ï»ëùáí` 

  





















1
2 14
11

12
2

12
2

5
4

3
4

3
2

1
2

2 k kn
n

n
n




: 

 ì³ÉÇëÇ µ³Ý³Ó¨Çó ëï³óíáõÙ »Ý Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨»ñÁ` 

  
4)12(

11
1

2
















m m
, 


2

4
11

1
2 





 



m m
: 

 2. ä³ñ½³·áõÛÝ Ã»áñ»ÙÝ»ñ: Î³åÁ ß³ñù»ñÇ Ñ»ï: 

  (6.1) ³Ýí»ñç ³ñï³¹ñÛ³ÉÇó ¹»Ý Ý»ï»Éáí ³é³çÇÝ m  Ñ³ï ³Ý¹³Ù-

Ý»ñÁ` Ïëï³Ý³Ýù ÙÝ³óáñ¹ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ (Ï³Ù åáãÁ). 

   



 

1
21

mn
nkmmm pppp  :                    (6.3) 

 Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 1: ºÃ» (6.1) ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, ³å³ ½áõ·³Ù»ï ¿ 
Ý³¨ (6.3) ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ (Ï³Ù³Û³Ï³Ý m -Ç ¹»åùáõÙ): Ð³Ï³é³ÏÁ` »Ã» 
áñ¨¿ m -Ç ¹»åùáõÙ ½áõ·³Ù»ï ¿ (6.3) ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, ³å³ ½áõ·³Ù»ï ¿ Ý³¨ 
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Ý³ËÝ³Ï³Ý (6.1) ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ: ÀÝ¹ áñáõÙ, »Ã» Ýß³Ý³Ï»Ýù` 
   kmmmm ppp 21 , ³å³ ï»ÕÇ áõÝÇ  

mmPP                       (6.4) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
 ²Ûë åÝ¹áõÙÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó: 

 Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 2: ºÃ» (6.1) ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, ³å³ 1m :  

 ²Ûë Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ µËáõÙ ¿ (6.4) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó: 

 Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 3: ºÃ» (6.1) ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, ³å³ 1np : 

 ► Æñáù,  

1

1n
n

n

P Pp
P P

   :   

 ²Ûë Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ½áõ·³Ù»ï ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ³Ý¹³Ù-
Ý»ñÁ, ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó, ¹ñ³Ï³Ý »Ý: ²Û¹ å³ï×³éáí, ³é³çÇÝ Ñ³ï-
ÏáõÃÛ³Ý ßÝáñÑÇí, ÁÝ¹Ñ³ÝñáõÃÛáõÝÁ ãÇ Ë³ËïíÇ, »Ã» ³é³çÇÏ³ÛáõÙ »Ý-

Ã³¹ñ»Ýù, áñ 0np , ,...2,1n : 

 Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 4: àñå»ë½Ç (6.1) ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï, 
³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ½áõ·³Ù»ï ÉÇÝÇ 

    
1
ln :n

n
p L





              (6.5) 

ß³ñùÁ, ÁÝ¹ áñáõÙ, LP e : 

 ► Üß³Ý³Ï»Éáí nL -áí (6.5) ß³ñùÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ·áõÙ³ñÁ` ÏáõÝ»Ý³Ýù 

³) nn PL ln    ¨    µ) nL
n eP   

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ²ÛÅÙ ³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝÁ µËáõÙ ¿ ³) Ñ³í³-

ë³ñáõÃÛáõÝÇó, ÇëÏ µ³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÁ` µ)-Çó:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ºÃ» L , ³å³ 0P  (×Çßï ¿ Ý³¨ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ): 
 Ð³×³Ë Ñ³ñÙ³ñ ¿ ³Ýí»ñç ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³Ý¹³ÙÁ Ý»ñ-
Ï³Û³óÝ»É  

nn ap 1  

                                                
ºÝÃ³¹ñíáõÙ ¿, áñ 0np  , 1,2,...n  :  
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ï»ëùáí: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ³Ýí»ñç ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÏÝ»ñÏ³Û³óíÇ  

     
1

1 n
n

a




              (6.1') 

ï»ëùáí, ÇëÏ (6.5) ß³ñùÁ` 

     





1

1ln
n

na :                         (6.5') 

 Ð³ïÏáõÃÛáõÝ 5: ¸Çóáõù 0na , »ñµ 0nn  : àñå»ë½Ç (6.1') ³ñ-
ï³¹ñÛ³ÉÁ ÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ½áõ·³ÙÇïÇ  

    
1

n
n

a



                    (6.6) 

ß³ñùÁ: 
 ► ø³ÝÇ áñ (6.1') ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ (Ï³Ù (6.5') ß³ñùÇ) ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý 
Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿, áñ 0na , ³å³ Ï»ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ ³Û¹ å³ÛÙ³ÝÁ 

µ³í³ñ³ñí³Í ¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ`  

1
)1ln(

lim 



n

n

n a
a

: 

 ¸ñ³Ï³Ý ß³ñù»ñÇ µ³Õ¹³ïÙ³Ý »ñÏñáñ¹ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, 
(6.5') ¨ (6.6) ß³ñù»ñÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ »Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï: ØÝáõÙ ¿ û·ïí»É 4-ñ¹ 
Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÇó:  

 ²Ûë Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ×Çßï ¿ Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ 0na  ( 0nn  ): 

Ð»ï³ùñùÇñ ¿ Ýß»É, áñ ³Ûë ¹»åùáõÙ 
1

n
n

a



  ß³ñùÇ ï³ñ³ÙÇïáõÃÛáõÝÇó 

µËáõÙ ¿, áñ  )1ln( na , ÇÝãÇó Çñ Ñ»ñÃÇÝ (4-ñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý 

¹ÇïáÕáõÃÛ³Ý ßÝáñÑÇí)  µËáõÙ ¿, áñ 

0)1(
1




n
na : 

 úñÇÝ³ÏÝ»ñ: 

 ³) 
1

11 x
n n





  
 

  ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, »ñµ 1x , ¨ ï³ñ³Ù»ï ¿, 

»ñµ 1x : 
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 µ) 011
2







 



n
xn

, »ñµ 0 1x  , ÇëÏ »ñµ 1x , ³Û¹ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ 

½áõ·³Ù»ï ¿ (³ñÅ»ùÁ Ù»Í ¿ ½ñáÛÇó): 
 3. ´³ó³ñÓ³Ï ¨ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝ:  
 ê³ÑÙ³ÝáõÙ: (6.1') ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ µ³ó³ñÓ³Ï (å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý) 
½áõ·³Ù»ï, »Ã» µ³ó³ñÓ³Ï (å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý) ½áõ·³Ù»ï ¿ (6.5') ß³ñùÁ: 
 Â»áñ»Ù 6.1: àñå»ë½Ç (6.1') ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÉÇÝÇ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï, 
³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ÉÇÝÇ (6.6) ß³ñùÁ: 
 ►Æñáù, ù³ÝÇ áñ 

    1
)1ln(

lim 



n

n

n a
a

, 

³å³ (6.5') ¨ (6.6) ß³ñù»ñÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï »Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï, ÇëÏ 
(6.5') ß³ñùÇ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ, Áëï ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý, (6.1') 

³ñï³¹ñÛ³ÉÇ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÝ ¿:  

 ²ÛÅÙ ³Ý¹ñ³¹³éÝ³Ýù (6.1) ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³-
ÙÇïáõÃÛ³ÝÁ: 
 Â»áñ»Ù 6.2: ¸Çóáõù (6.6) ß³ñùÁ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³Ù»ï ¿: ²Û¹ 

¹»åùáõÙ (6.1') ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ¨ 2

1
n

n
a




  ß³ñùÁ áõÝ»Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ í³ñùÁ 

(½áõ·³ÙÇïáõÙ »Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï): 
 ► ¶ñ»Ýù )1ln( x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á 2n  ¹»åùáõÙ` 

í»ñóÝ»Éáí ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ ä»³ÝáÛÇ ï»ëùáí: 

  )(
2
1

)1ln( 22
nnnn aoaaa  ,  »ñµ n :            (6.7) 

 àëïÇ 

2
1)1ln(

lim 2 



n

nn

n a
aa

: 

 ´³Õ¹³ïÙ³Ý »ñÏñáñ¹ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ( ln(1 ) 0n na a   ), 

Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí (6.6) ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ, ³Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù, áñ  
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 2
na   ¨    )1ln( na  

ß³ñù»ñÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ »Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ºñµ 
1

n
n

a



  ß³ñùÁ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ 

2

1
n

n
a




  ß³ñùÁ` ï³ñ³Ù»ï, ³å³ 

0)1(
1




n
na : 

 Æñáù, (6.7)-Ç ßÝáñÑÇí` 
1
ln(1 )n

n
a





   , ¨ ÙÝáõÙ ¿ û·ïí»É 4-ñ¹ 

Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝÇó: 
 úñÇÝ³ÏÝ»ñ:  

 1) ¸Çï³ñÏ»Ýù 













 


1

1)1(1
n

x

n

n
 ³Ýí»ñç ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ: ºñµ 1x , 

³ÛÝ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿: ºÃ» 1
2
1

 x , ³å³ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ å³ÛÙ³-

Ý³Ï³Ý ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ »ñµ 
2
10  x , ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ï³ñ³ÙÇïáõÙ ¿ 

½ñáÛÇ (³ñÅ»ùÁ 0 ¿): 
 2) ²ÛÅÙ µ»ñ»Ýù ÙÇ ûñÇÝ³Ï, »ñµ (6.1') ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, µ³Ûó 
(6.6) ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿: 

 ¸Çóáõù` na n
n /)1()1ln(  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ (6.5') ß³ñùÁ (Ñ»ï¨³-

µ³ñ, Ý³¨ (6.1') ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ) Ï½áõ·³ÙÇïÇ: ÆëÏ (6.6) ß³ñùÁ Ïï³ñ³ÙÇïÇ, 

áñáíÑ»ï¨, xe  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç í»ñóÝ»Éáí 3n  (ÇëÏ 

ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ` ä»³ÝáÛÇ ï»ëùáí), Ïëï³Ý³Ýù` 

   
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

















 



 
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3

/)1( 1)1(
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1
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1)1(1

n
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³ÛëÇÝùÝ` 

n

n

n nn
a 




2
1)1(

, 

áñï»Õ 

2/3

1
nn  , »ñµ 0nn  : 

 4. ¾ÛÉ»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á å³ñ½ Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ:  
 Â»áñ»Ù 6.3: ¸Çóáõù å³ñ½ Ãí»ñÁ Ñ³Ù³ñ³Ï³Éí³Í »Ý ³×Ù³Ý Ï³ñ·áí` 

1 22 kp p p      : ºÃ» 1x , ³å³ ï»ÕÇ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 












 11

1
1

1
n

x
k

x
k np

: 

 ► Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ n  µÝ³Ï³Ý ÃÇí ÙÇ³Ï Ó¨áí í»ñÉáõÍíáõÙ ¿ å³ñ½ 

³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇ` 

   m

miii pppn  2

2

1

1
 ,  miii  21 :                   (6.8) 

 ºñÏñ³ã³÷³Ï³Ý åñá·ñ»ëÇ³ÛÇ ·áõÙ³ñÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` 

   
   

 


xm
k

x
k

x
k

x
k

ppp
p

1111
11

1
2

 :               (6.9) 

 ´³½Ù³å³ïÏ»Éáí N  µÝ³Ï³Ý ÃÇíÁ ã·»ñ³½³ÝóáÕ µáÉáñ å³ñ½ Ãí»ñÇÝ 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ (6.9) ï»ëùÇ ß³ñù»ñÁ` Ïëï³Ý³Ýù 

  ( )

1 1 1

1 1 1 1: ' '
1 1

k

N
N

x x x x x
n n n Np N k

P
p n n n

 

   

   
                    (6.10) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ 
1' xn  ëÇÙíáÉÁ ³ÛÝ 

1
xn

 ï»ëùÇ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ 

·áõÙ³ñÝ ¿, áñáÝó Ñ³Ù³ñ n -Ç (6.8) ï»ëùÇ í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý Ù»ç Ù³ëÝ³ÏóáõÙ 

»Ý ÙÇ³ÛÝ Npk   Ãí»ñÁ: ²Ûëï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù` 

   ( )

1 1 1

1 1 10 '
N

N
x x x x

n n N n N
P

n n n

 

    

      :  



¶ÉáõË IX. Âí³ÛÇÝ ß³ñù»ñ 314 

 ø³ÝÇ áñ  xn
1

, áõëïÇ 01
1




Nn
xn

, »ñµ N : Ð»ï¨³µ³ñ,  

01
1

)( 


N

n
x

N
x n

P , »ñµ  N : 

 ¾ÛÉ»ñÇ µ³Ý³Ó¨Ý ³å³óáõóí³Í ¿:  

 Èñ³óáõÙ: 1x  ¹»åùáõÙ (6.10) Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ ÙÝáõÙ ¿ áõÅÇ Ù»ç, áõëïÇ  

( )
1

1 1 1

1 1 1'
N N

N
N

n n N n
P H

n n n



   

      : 

 ø³ÝÇ áñ NH , »ñµ N , áõëïÇ )(
1

NP : ²ÛëÇÝùÝ`  

   









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




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
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3
11

2
11

1
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1
1

 

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿`   0/11
1




k
kp :  

 ²ÛëåÇëáí, å³ñ½ Ãí»ñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï 
¿` 

 kp/1 : 

 
¢ 7. ÎàôØºðÆ, ´ºðîð²ÜÆ ºì ¶²àôêÆ Ð²Úî²ÜÆÞÜºðÀ 

 

1. ÎáõÙ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ: ¸Çóáõù` 0na  : ¸Çï³ñÏ»Ýù  

    
1

n
n

a



                               (7.1) 

¹ñ³Ï³Ý ß³ñùÁ ¨ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0nb  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ 

Ýß³Ý³Ï»Ýù  

1
1




 n
n

n
nn b

a
a

bK : 
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 Â»áñ»Ù 7.1: * (7.1) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0nb  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ 

lim 0n
n

K


  å³ÛÙ³ÝÁ:  

 (7.1) ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

0nb  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³Ý  

  nb/1  ¨  0nK              (7.2) 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ: 

 ► ¸Çóáõù` 0 lim n
n

r K


  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0n  µÝ³Ï³Ý 

ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ nK r , »ñµ 0n n : Ð»ï¨³µ³ñ,  

   0111   nnnnn raabab , »ñµ 0nn  :                     (7.3) 

 ²ÛëåÇëáí, n na b  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ýí³½áÕ ¿ ¨ ¹ñ³Ï³Ý, áõëïÇ 







0

)( 11
nn

nnnn baba : 

 ´³óÇ ¹ñ³ÝÇó, (7.3)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 1 1 1
1 ( )n n n n na a b a b
r    , »ñµ 

0nn  , áõëïÇ, µ³Õ¹³ïÙ³Ý ³é³çÇÝ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ,  na : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã» (7.1) ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, Ýß³Ý³Ï»Ýù` 
n

n
n a

b


 , 

áñï»Õ   21 nnn aa : ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

1 1

1 1 1

1 1 0n n n
n

n n n

aK
a a a
   

  

      : 

 ²ÛÅÙ ùÝÝ³ñÏ»Ýù ï³ñ³ÙÇïáõÃÛ³Ý ¹»åùÁ: ¸Çóáõù µ³í³ñ³ñíáõÙ »Ý 

(7.2) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ: ø³ÝÇ áñ 01
1

 


n
n

n
n b

a
a

b  å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿  

n

n

n

n

a
a

b
b 11

/1
/1    

                                                
* J.Tong, Amer. Math. Monthly, May, 1994, 450-452. 
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³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ ¨  nb/1 , ³å³, µ³Õ¹³ïÙ³Ý »ññáñ¹ 

Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, na   : 

 ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã» na   , Ýß³Ý³Ï»Ýù` 
n

n
n a

A
b  , áñï»Õ 





n

k
kn aA

1

: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ²µ»É-¸ÇÝÇÇ ³é³çÇÝ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ`  

 nb/1   

¨ 

   01
1

1

1

1

1










 n

n

n

n

n

n
n a

a
a
A

a
A

K :  

 2. ´»ñïñ³ÝÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ: Üß³Ý³Ï»Ýù` 
























11ln
1n

n
n a

a
nnB :  

 Â»áñ»Ù 7.2:  ³) ºÃ» lim 1n
n

B


 , ³å³  na : 

     µ) ºÃ» lim 1nn
B


 , ³å³  na : 

 ► Üß³Ý³Ï»Ýù` nnbn ln : ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

  

,11ln1ln)1(11ln

)1ln()1(ln)1(ln)1(ln

)1ln()1(ln
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1
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áõëïÇ  

lim lim 1n nn n
K B

 
  ; lim lim 1n n

n n
K B

 
  : 

 ØÝáõÙ ¿ ÏÇñ³é»É ÎáõÙ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ:  
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 3.¶³áõëÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ:  

 Â»áñ»Ù 7.3: ¸Çóáõù  1/ nn aa  Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÝ Ç í»ñçá Ý»ñÏ³Û³ó-

íáõÙ ¿ 

p
n

n

n

nna
a 

 
1

,  

ï»ëùáí, áñï»Õ R, , 1p , ÇëÏ n -Á ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï Ñ³çáñ-

¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿` Mn  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

 ³)  »Ã» 1  , ³å³ na  ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, 

  »Ã» 1  , ³å³ na   , 

 µ)  »Ã» 1   ¨ 1  , ³å³ na  ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ »Ã» 1   

¨  1  , ³å³ na   : 

 ► ³)-Ý ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ ¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇó: 

 µ) ¸Çóáõù` 

p
n

n

n

nna
a 




1
1

: 

 ²é³ÝÓÝ³óÝ»Ýù »ñÏáõ ¹»åù` 1) 1  ¨ 2) 1 : 

 1) 1  ¹»åùáõÙ ÏÇñ³é»Ýù è³µ»Ç Ñ³Ûï³ÝÇßÁ. ù³ÝÇ áñ 

   


 












1
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1 p
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n
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a
nR , 

³å³ 1  ¹»åùáõÙ`  na , ÇëÏ 1  ¹»åùáõÙ`  na : 

 2) 1  ¹»åùáõÙ ÏÇñ³é»Ýù ´»ñïñ³ÝÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ. ù³ÝÇ áñ  

p
n

n

n

nna
a 



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1
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10ln11ln 1
1


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
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


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









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n
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n
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a

nnB  , 

³å³  na  ß³ñùÁ ï³ñ³Ù»ï ¿:  
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 àñå»ë ¶³áõëÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ ÏÇñ³éáõÃÛáõÝ` Ñ»ï³½áï»Ýù ÑÇ-

å»ñ»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý (¶³áõëÇ) ß³ñùÁ.  

  

1

( , , , ) :
( 1) ( 1) ( 1) ( 1): 1 :

! ( 1) ( 1)
n

n

F x
n n x

n n

  
     

  







     
 

    



        (7.4) 

 ²Û¹ ß³ñùÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³Ý¹³ÙÁ Ýß³Ý³Ï»Éáí na -áí` ÏáõÝ»Ý³Ýù 

1

1 1
( )( )

1(1 )( ) 1 1

n

n

a n n n nx x
a n n

n n

 
 




          
       

  

 

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ, Ñ»ï¨³µ³ñ,  

x
a

a

n

n

n




1lim : 

 ²ÛÅÙ, Áëï ¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ, (7.4) ß³ñùÁ 1x  ¹»åùáõÙ 

µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ 1x  ¹»åùáõÙ` ï³ñ³Ù»ï: 

 ÐÇå»ñ»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ß³ñùÝ ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ß³ñù ¿, áñÇ ½áõ·³-

ÙÇïáõÃÛ³Ý ß³é³íÇÕÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 1: Ð»ï³½áï»Ýù ß³ñùÇ ½áõ·³ÙÇïáõ-

ÃÛáõÝÁ 1x  ¨ 1x  Ï»ï»ñáõÙ: 

 àõÝ»Ýù` 
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1
/1

/11

/1
11

/1
/1

/1
1

2

2

nnnn
n

n

nnn
n

n





































 

2

2 1
/1

1
/1

1
nnnn





 



 : 

 Ð»ï¨³µ³ñ, 1x  Ï»ïáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýù` 
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 Àëï ¶³áõëÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ, )1,,,( F  ß³ñùÁ 0   ¹»åùáõÙ 

µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ 0   ¹»åùáõÙ` ï³ñ³Ù»ï (ù³ÝÇ áñ 

1/ 1 nn aa , ³å³ ß³ñùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó, áõÝ»Ý ÝáõÛÝ 

Ýß³ÝÁ): 
 Ð»ï³½áï»Ýù )1,,,( F -Á: àõÝ»Ýù`  
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 ,  Mn  ,  

áõëïÇ 0   ¹»åùáõÙ (7.4) ß³ñùÁ ( 1x  Ï»ïáõÙ) µ³ó³ñÓ³Ï 

½áõ·³Ù»ï ¿: 

 1   ¹»åùáõÙ` 01



n


, áõëïÇ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

0n N  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 
1

1n

n

a
a 

 , »ñµ 0n n : ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ na  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ Ç í»ñçá ËÇëï ³×áÕ ¿, Ñ»ï¨³µ³ñ` 0na  , 

³ÛëÇÝùÝ` )1,,,( F -Á ï³ñ³Ù»ï ¿: 

 ØÝáõÙ ¿ Ñ»ï³½áï»É 01    ¹»åùÁ: àõÝ»Ýù` 
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     
   

 
;  Ln  :   

 ºñµ 1  , Ç í»ñçá ï»ÕÇ ÏáõÝ»Ý³ 11 

n

n

a
a

 ³ÝÑ³-

í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, ³ÛëÇÝùÝ` na  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ Ç í»ñçá ÏÝí³½Ç: 

òáõÛó ï³Ýù, áñ ³ÛÝ Ó·ïáõÙ ¿ ½ñáÛÇ: Æñáù, ù³ÝÇ áñ 
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, 

³å³ ³Ýí»ñç ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÇ 5-ñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` 0ka  : 

Ð»ï¨³µ³ñ, È³ÛµÝÇóÇ Ã»áñ»ÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, )1,,,( F  Ýß³Ý³÷áË 

ß³ñùÁ 1 0        ¹»åùáõÙ ½áõ·³Ù»ï ¿ ( å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý): 

 ÆëÏ »Ã» 1  , ³å³ 

1

1 2
1

1 0
k

n
k

n

a a
n




     
 , 

³ÛëÇÝùÝ` ³Ûë ¹»åùáõÙ (7.4) ß³ñùÁ 1  Ï»ïáõÙ ï³ñ³Ù»ï ¿: 
 ì»ñçáõÙ Ñ»ï³½áï»Ýù µÇÝáÙ³Ï³Ý ß³ñùÁ` 

2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1 ,
2! !

m nm m m m m nx mx x x
n

   
      


  (7.5)

                      
¹Çï³ñÏ»Éáí ³ÛÝ áñå»ë ÑÇå»ñ»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ß³ñù` 

  








1

)(
!

)1()1(1)1(
n

nm x
n

nmmmx 
:                (7.5') 

ÆëÏ³å»ë, »Ã» (7.4) ß³ñùÇ Ù»ç í»ñóÝ»Ýù   , m  ¨ x -Á 

÷áË³ñÇÝ»Ýù ( x )-áí, Ïëï³Ý³Ýù (7.5') ß³ñùÁ: ²Ûë ¹»åùáõÙ 

m  , Ñ»ï¨³µ³ñ, (7.5') ß³ñùÁ 1x  ( 1 x ) Ï»ïáõÙ 

½áõ·³Ù»ï ¿ (µ³ó³ñÓ³Ï), »ñµ 0m , ¨ ï³ñ³Ù»ï ¿, »ñµ 0m : ÆëÏ 

1x  Ï»ïáõÙ (7.5') ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, »ñµ 0m , 

å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ½áõ·³Ù»ï ¿, »ñµ 1 0m    ¨ ï³ñ³Ù»ï ¿, »ñµ 1m : 

 
¢ 8. ÎàØäÈºøê ÂìºðÆ Ð²æàð¸²Î²ÜàôÂÚàôÜÜºð ºì 

Þ²ðøºð 
 

 1. ÎáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ¹³ßïÁ: Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ( , )a b  Ï³ñ·³íáñí³Í 

½áõÛ·Á ÏáãíáõÙ ¿ ÏáÙåÉ»ùë ÃÇí: Ð»ï¨³µ³ñ, ( , ) ( , )a b c d  ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ ,a c b d   »ñÏáõ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ:  
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 ( , )z a b  ¨ ( , )t c d  ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñÝ áõ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ 

ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 

( , ); ( , )z t a c b d zt ac bd ad bc       : 

 ¸Åí³ñ ã¿ ³å³óáõó»É, áñ Ýßí³Í ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ 
ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¹³ßï ¿ Ï³½ÙáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ, µ³í³ñ³ñíáõÙ 
»Ý Ñ»ï¨Û³É ³ùëÇáÙÝ»ñÁ` 

1. ÎáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý 
ÝÏ³ïÙ³Ùµ ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿.  

  , ( ) ( ) , 0 , ( ) 0z t t z z t z t z z z z              ,   

½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÇ ¹»ñÁ Ï³ï³ñáõÙ ¿ (0,0) -Ý, ÇëÏ ( , )a b -Ç 

Ñ³Ï³¹³ñÓÇ ¹»ñÁ` ( , )a b  -Ý: 

2. ´³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ ï»Õ³÷áË³Ï³Ý ¿, ½áõ·áñ¹³-
Ï³Ý ¨ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³íáñ` (1,0) : 

3. ( )z t zt z    : 

4. (0,0) -Çó ï³ñµ»ñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¿ µ³½Ù³-

å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ. ( , )a b -Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÝ ¿` 

2 2 2 2,a b
a b a b

    
: 

Ð»ßï ¿ ÝÏ³ï»É, áñ ( ,0)a a  ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿, áñÁ 

·áñÍáõÙ ¿ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ¨ ( ,0)a  ï»ëùÇ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ 

»ÝÃ³¹³ßïÇ ÙÇç¨: ²ÛëåÇëáí, ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ¹³ßïÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ 
Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ÁÝ¹É³ÛÝáõÙ: ²Ûë ÷³ëïÁ Ù»½ ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë a  
Çñ³Ï³Ý ÃÇíÁ ÝáõÛÝ³óÝ»É ( ,0)a  ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ñ»ï: 

Üß³Ý³Ï»Ýù` (0,1)i  : ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ 2 1i   : Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí 

í»ñ¨áõÙ Ó»éù µ»ñ³Í å³ÛÙ³Ý³íáñí³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ` ( , )z a b  ÏáÙåÉ»ùë 

ÃÇíÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ý³¨ z a bi   ï»ëùáí: Æñáù, 
( , ) ( ,0) (0, ) ( ,0) ( ,0)a b a b a b i a bi      : 

a  ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ z a bi   ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Çñ³Ï³Ý Ù³ë ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 

Re z  ëÇÙíáÉáí: b -Ý ÏáãíáõÙ ¿ z a bi   ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ï»ÕÍ Ù³ëÇ 

·áñÍ³ÏÇó  ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿` Im z : 

                                                
 Æ½áÙáñýÇ½Ù ¿ ÏáãíáõÙ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ å³Ñå³ÝáÕ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ: 
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 ºñÏñ³ã³÷áñ»Ý ),( ba  ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ Ïå³ïÏ»ñ»Ýù áñå»ë Ïááñ¹ÇÝ³-

ï³ÛÇÝ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ï»ï ( a  ³µëóÇëáí ¨ b  ûñ¹ÇÝ³ïáí), Ï³Ù áñå»ë í»Ï-

ïáñ, áñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïÁ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïÝ ¿, ÇëÏ Í³Ûñ³Ï»ïÁ` 

),( ba -Ý (³å³óáõó»É, áñ í»ñçÇÝ ¹»åùáõÙ ·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý 

ÝÏ³ïÙ³Ùµ ³éÏ³ ¿ Ç½áÙáñýÇ½Ù): ²Û¹ í»ÏïáñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ï³Ýí³-

Ý»Ýù z  ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ùá¹áõÉ ¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù z  ëÇÙíáÉáí, ÇëÏ ³Û¹ í»Ïïá-

ñÇ, áñå»ë ß³é³íÇÕ í»ÏïáñÇ, ¨ ³µëóÇëÝ»ñÇ ³é³ÝóùÇ ¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõ-
ÃÛ³Ý Ï³½Ù³Í   ³ÝÏÛáõÝÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù z  ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ ³ñ·áõÙ»Ýï ¨ 

ÏÝß³Ý³Ï»Ýù zarg  ëÇÙíáÉáí ( 0z ): Ð»ï¨³µ³ñ, 22 baz  , ÇëÏ 

zarg -Á µ³½Ù³ñÅ»ù ýáõÝÏóÇ³ ¿, áñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ÙÇÙÛ³ÝóÇó ï³ñµ»ñíáõÙ 

»Ý 2 -Ç µ³½Ù³å³ïÇÏÝ»ñáí: 

 ],(   ÙÇç³Ï³ÛùÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ³ñÅ»ùÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ýñ³ 

·ÉË³íáñ ³ñÅ»ù: 
 ÜÙ³Ý Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÃÛ³Ùµ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ÏáÙåÉ»ùë 
Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ, ÇëÏ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ` Ï»ï»ñ: 
 ²ÛëåÇëáí, z  Ï»ïÇ ¹ÇñùÁ ÏáÙåÉ»ùë Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ áñáßíáõÙ ¿ 

ÇÝãå»ë Ýñ³ ba,  ¹»Ï³ñïÛ³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ÙÇçáóáí, ³ÛÝå»ë ¨ r z , 

zarg  µ¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ÙÇçáóáí: ²Û¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ 

Ï³åí³Í »Ý cosra  , sinrb   µ³Ý³Ó¨»ñáí: Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí ³Û¹ 

µ³Ý³Ó¨»ñÁ, z  ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É 
(cos sin )z r i    

 ï»ëùáí, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý Ý»ñÏ³Û³óáõÙ:  
 bia   ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù z a bi   ÃíÇ ÏáÙåÉ»ùë Ñ³Ù³ÉáõÍ 
¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù z  ëÇÙíáÉáí: Ð»ßï ¿ ëïáõ·»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÁ. 

 ³) tztz  , µ) tztz  , ·) 
tt
11









,  

 ¹) 
t
z

t
z









,  ») 
2zzz  , ½) zzz Re2 : 

 Øá¹áõÉÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï »Ý Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÝ»ñÁ. 
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 1) tztz           (³å³óáõÛó` 
2 2 2zt z t z t z t     ); 

 2) 
t
z

t
z
              (³å³óáõÛó` 

z zz t t
t t

   ); 

 3) tztz      

 (³å³óáõÛó`  22 2 2( )( ) 2Rez t z t z t z zt t z t         ): 

 ì»ñçÇÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ »é³ÝÏÛ³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ: 
Üñ³ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ Ï³Û³ÝáõÙ ¿ Ýñ³ÝáõÙ, áñ »é³ÝÏÛ³Ý ÙÇ 
ÏáÕÙÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ ÙÛáõë »ñÏáõ ÏáÕÙ»ñÇ »ñÏ³ñáõ-
ÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ: 
 ÎáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù -áí: 
 2. Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ ¨ ß³ñù»ñ: z  ¨ t  ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ),( tzd  

Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ³Ûëå»ë` tztzd ),(  (áñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ 

¿ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ëáíáñ³Ï³Ý Ñ»é³íáñáõÃÛ³ÝÁ): 

 0z  Ï»ïÇ   - ßñç³Ï³Ûù ³ë»Éáí` Ñ³ëÏ³ÝáõÙ »Ýù 0z  Ï»ÝïñáÝáí ¨   

ß³é³íÕáí ),( 0 zD  µ³ó ßñç³ÝÁ.  0 0( , ) :D z z z z     : 

 0z  ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ nz  ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 

ë³ÑÙ³Ý, »Ã» ó³ÝÏ³ó³Í 0  ÃíÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

)(N  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ( )n N   å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨Ç 

0nz z    ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

 ºñÏñ³ã³÷áñ»Ý ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 0z  Ï»ïÇ ÇÝãåÇëÇ ),( 0 zD  ßñç³-

Ï³Ûù ¿É í»ñóÝ»Ýù, ëÏë³Í áñáß Ñ³Ù³ñÇó nz  Ï»ï»ñÁ ÁÝÏ³Í ÏÉÇÝ»Ý ³Û¹ 

ßñç³Ï³ÛùáõÙ: 
 Ð»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÇ ÙÇçáóáí ÏáÙåÉ»ùë Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÇ 
áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛáõÝÁ µ»ñíáõÙ ¿ Çñ³Ï³Ý Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÇÝ. 

 Â»áñ»Ù 8.1: àñå»ë½Ç nnn yixz   ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³-

ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³ÙÇïÇ 000 yixz   ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇÝ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ 

µ³í³ñ³ñ, áñ 0xxn  , 0yyn  : 
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 ²å³óáõÛóÝ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó. 

   babiaba , :                            (8.1) 

 ²Ûë Ã»áñ»ÙÇ ÙÇçáóáí Çñ³Ï³Ý Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÁ (áñáÝóáõÙ ãÇ Ù³ëÝ³ÏóáõÙ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ï³ñ·³íáñ-
í³ÍáõÃÛáõÝÁ) Ï³ñ»ÉÇ ¿ ï³ñ³Í»É ÏáÙåÉ»ùë Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ íñ³: 
Ü»ñÏ³Û³óÝ»Ýù ¹ñ³ÝóÇó ÙÇ ù³ÝÇëÁ. 
 ´áÉó³Ýá - ì³Û»ñßïñ³ëÇ É»ÙÙ³Ý: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï Ñ³-
çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ½áõ·³Ù»ï »ÝÃ³Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: 

 ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÁ: àñå»ë½Ç nz  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 

ÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ó³ÝÏ³ó³Í 0  ÃíÇÝ 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ )(N  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

  nn zzNnn )(, : 

 ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝÝ ³ÏÝÑ³Ûï ¿, ÇëÏ µ³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõó»Éáõ 
Ñ³Ù³ñ ÏÏÇñ³é»Ýù (8.1) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ¨ ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý 
ëÏ½µáõÝùÝ Çñ³Ï³Ý Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: 

 ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÁ ß³ñù»ñÇ Ñ³Ù³ñ: àñå»ë½Ç 


1n
nz  

ß³ñùÁ ÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ó³ÝÏ³ó³Í 0  

ÃíÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý³ )(N  µÝ³Ï³Ý ÃÇí, 

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

( ) , 1, 2,... :
n m

k
k n

n N z m 




     

 ê³ÑÙ³ÝáõÙ:  nz  ß³ñùÁ ÏáãíáõÙ ¿ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï, »Ã» 

½áõ·³Ù»ï ¿  nz  ß³ñùÁ:  

 ÎáßÇÇ ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ëÏ½µáõÝùÇó µËáõÙ ¿, áñ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï 
ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¿: 
 Þ³ñù»ñÇ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ ëïáõ·»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 
û·ï³·áñÍ»É ¹ñ³Ï³Ý ß³ñù»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÁ: ÐÇß»óÝ»Ýù 
¹ñ³ÝóÇó »ñÏáõëÁ. 
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 ¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ: ºÃ» 1lim n

n
n

z
q

z



 , ³å³ 1q  ¹»åùáõÙ 

ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ 1q  ¹»åùáõÙ` ï³ñ³Ù»ï: 

 î³ñ³ÙÇïáõÃÛáõÝÁ µËáõÙ ¿ ³ÛÝ µ³ÝÇó, áñ 1q  ¹»åùáõÙ Ë³ËïíáõÙ ¿ 

0nz  (½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï) å³ÛÙ³ÝÁ: 

 ÎáßÇÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁ: ºÃ» lim n
nn

a k


 , ³å³ 1k  ¹»åùáõÙ ß³ñùÁ 

µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ¿, ÇëÏ 1k  ¹»åùáõÙ` ï³ñ³Ù»ï: 

 

 ²ÛÅÙ  nz  ß³ñùÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñÇó Ï³½Ù»Ýù ³Ýí»ñç Ãíáí ß³ñù»ñ, 

³ÛÝå»ë, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³Ý¹³Ù ³Û¹ ß³ñù»ñáõÙ Ù³ëÝ³ÏóÇ Ù»Ï ¨ ÙÇ³ÛÝ 
Ù»Ï ³Ý·³Ù. 

  kzzz 11211  

  kzzz 22221  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

  mkmm zzz 21  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
 ²Ûë Ýáñ ß³ñù»ñÇÝ Ï³Ýí³Ý»Ýù ïñí³Í ß³ñùÇ ïñáÑÙ³Ý ß³ñù»ñ: 
 ÎñÏÝ³ÏÇ ß³ñù»ñÇ Ã»áñ»ÙÁ: ºÃ» ïñí³Í ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï 

¿, ³å³ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ÏÉÇÝ»Ý Ý³¨ ïñáÑÙ³Ý ß³ñù»ñÁ ¨, »Ã» 

Ýñ³Ýó ·áõÙ³ñÝ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ,..., 21 ss -áí, 

³å³ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ÏÉÇÝÇ Ý³¨  ns  ß³ñùÁ ¨ ï»ÕÇ ÏáõÝ»Ý³ 

  nn zs  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: îñáÑÙ³Ý ß³ñù»ñÇ ÙÇ Ù³ëÁ Ï³Ù µáÉáñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 

÷áË³ñÇÝ»É í»ñç³íáñ ·áõÙ³ñÝ»ñáí: Ð»ï¨³µ³ñ, ³Û¹ Ã»áñ»ÙÇó µËáõÙ ¿ 

µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï ß³ñù»ñÇ ï»Õ³÷áË»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ: 
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 Þ³ñù»ñÇ ÎáßÇÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ù³ëÇÝ Ã»áñ»ÙÁ: ºÃ» Az
n

n 


0
 ¨ 

Bt
n

n 


0
 ß³ñù»ñÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï »Ý, ³å³ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï 

ÏÉÇÝÇ Ý³¨ Ýñ³Ýó ÎáßÇÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ` 



 

0
0110 )(

n
nnn tztztz   

ß³ñùÁ, ¨ í»ñçÇÝÇë ·áõÙ³ñÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ Ý³Ëáñ¹Ý»ñÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ 

³ñï³¹ñÛ³ÉÇÝ` AB : 

 3. ¾ùëåáÝ»ÝóÇ³É ¨ »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ:  Üß³Ý³Ï»Ýù` 







0 !n

n
z

n
ze , z : 

 ¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³Ûë ß³ñùÁ µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³Ù»ï 

¿ ³ÙµáÕç ÏáÙåÉ»ùë Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³: ²å³óáõó»Ýù óáõóã³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ` tztz eee  : ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ û·ïí»Ýù ß³ñù»ñÇ 

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý Ã»áñ»ÙÇó: àõÝ»Ýù` 

  

:
!
)(

!)(!
!

!
1

!)(!!!

00 0

0 000

tz

n

n

n

n

k

knk

n

n

k

knk

n

n

n

n
tz

e
n

tztz
knk

n
n

kn
t

k
z

n
t

n
zee








 





 




















































 

 
 

 Ü³Ë³í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ µËáõÙ ¿ µÇÝáÙÇ µ³Ý³Ó¨Çó: ²ÛÅÙ 

Ýß³Ý³Ï»Ýù`  

  
!3

sin
3zzz  ;  

!2
1cos

2zz  : 

 ÎñÏÇÝ ¸³É³Ùµ»ñÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, ³Ûë ß³ñù»ñÁ µ³ó³ñÓ³Ï 

½áõ·³ÙÇïáõÙ »Ý ³ÙµáÕç ÏáÙåÉ»ùë Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³: 

 ²å³óáõó»Ýù ¾ÛÉ»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á` zize zi sincos  , z :  

àõÝ»Ýù, áñ 



¢8. ÎáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ ¨ ß³ñù»ñ 327 

  

zizzzizz

zizizizi
e zi

sincos
!3!4!2

1

!4
)(

!3
)(

!2
)(

!1
1

342

432

















 

(û·ïí»óÇÝù ÏñÏÝ³ÏÇ ß³ñù»ñÇ Ã»áñ»ÙÇó): 
 ¾ÛÉ»ñÇ µ³Ý³Ó¨Á ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ 
³ñï³Ñ³Ûï»É ¿ùëåáÝ»ÝóÇ³É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇçáóáí` 

2
cos

zizi eez


 ,  
i
eez

zizi

2
sin


 : 

 Ø³ëÝ³íáñ³µ³ñ, ¾ÛÉ»ñÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç í»ñóÝ»Éáí z  Çñ³Ï³Ý ÃÇíÁ, 

Ïëï³Ý³Ýù`  sincos ie i  : Ð»ï¨³µ³ñ, ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ »é³ÝÏÛáõÝ³-

ã³÷³Ï³Ý Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ý³¨ irez   ï»ëùáí, áñÇÝ 

³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ µ¨»é³ÛÇÝ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ ( zr  , zarg ): 

 òáõÛó ï³Ýù, áñ ze  ýáõÝÏóÇ³Ý å³ñµ»ñ³Ï³Ý ¿: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ ÉáõÍ»Ýù 

1ze  Ñ³í³ë³ñáõÙÁ: Üß³Ý³Ï»Ýù` yixz  : àõÝ»Ýù, áñ 

1 1; 1
0; cos 1 0; 2 ; 0, 1, 2,... :

z x i y x i y x i ye e e e e e
x y x y k k

      
        

 

 ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù 1 2z ze e  Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: O·ïí»Éáí zz ee /1  

ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÇó (áñÁ µËáõÙ ¿ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÇó)` Ïëï³Ý³Ýù 
1 2 1z ze    Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñÝ ¿É Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿` 1 2 2z z ki  : 

 ²ñí³Í ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇó µËáõÙ ¿, áñ zew   ýáõÝÏóÇ³Ý 

2Im 00  yzy  ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý ß»ñïÇ ï³ñµ»ñ Ï»ï»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 

ï³ñµ»ñ ³ñÅ»ùÝ»ñ (ÙÇ³Ã»ñÃ ¿) ¨ ³Û¹ ß»ñïÝ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¿ 

2arg 00  ywy  ÉñÇí ³ÝÏÛ³Ý íñ³ (³Û¹ ³ÝÏÛáõÝÝ Çñ»ÝÇó 

Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ áÕç ÏáÙåÉ»ùë Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ` ³é³Ýó 0arg yw   
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×³é³·³ÛÃÇ): Æñáù, »Ã» yix eew  ,  x , 0 0 2y y y    , 

³å³ 0 w  , 2arg 00  ywy : 

 4.Èá·³ñÇÃÙ: ¾ùëåáÝ»ÝóÇ³É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÇÝ Ï³Ýí³Ý»Ýù 

Éá·³ñÇÃÙ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ ¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù zw log  (µ³½Ù³ñÅ»ù ¿): 

Üß³Ý³Ï»Ýù viuw   ¨ vu, -Ý ³ñï³Ñ³Ûï»Ýù z -Ç ÙÇçáóáí. 

   ( )w u iv u iv i ie z e z e e re z re          

  , ln , argu iv ie r e e u r v z     : 

 ²ÛëåÇëáí, ëï³ÝáõÙ »Ýù zizz arglnlog  : Ð»ï¨³µ³ñ, Éá·³ñÇÃ-

Ù³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ µ³½Ù³ñÅ»ùáõÃÛáõÝÁ å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ zarg -Ç 

µ³½Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ùµ: ÀÝïñ»Éáí zarg -Ç ·ÉË³íáñ ³ñÅ»ùÁ` 

  zarg , Ïëï³Ý³Ýù Éá·³ñÇÃÙÇ ·ÉË³íáñ ³ñÅ»ùÁ, áñÁ 

ÏÝß³Ý³Ï»Ýù zln : 
 Èá·³ñÇÃÙ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ÉË³íáñ ³ñÅ»ùÁ µ³ó³ë³Ï³Ý ÏÇë³-
³é³Ýóùáí ×»Õùí³Í ÏáÙåÉ»ùë Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ï-
Ï»ñáõÙ ¿   wIm  µ³ó ß»ñïÇ íñ³: 

 5.²ëïÇ×³Ý: ÎáÙåÉ»ùë ³ëïÇ×³ÝÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ztt ez log  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ùµ (µ³½Ù³ñÅ»ù ¿): ºñµ t -Ý Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ n  µÝ³Ï³Ý ÃíÇ 

Ñ»ï, nz -Ç Ñ³Ù³ñ áõÝ»ÝáõÙ »Ýù »ñÏáõ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñ: ¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, 

áñ Ýñ³Ýù Çñ³ñ Ñ»ï Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý: Æñáù, zlog -Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý ýÇùëí³Í 

³ñÅ»ùÇ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù 

   nzzzzn zeeee  loglogloglog  : 

 n z -Á ÝáõÛÝå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¿ ë³ÑÙ³Ý»É »ñÏáõ Ó¨áí` Ù»ÏÁ, áñå»ë 

³ëïÇ×³Ý µ³ñÓñ³óÝ»Éáõ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ, ÙÛáõëÁ` nz /1 : (²å³óáõó»É, áñ 
³ñ¹ÛáõÝùÁ ÝáõÛÝÁ ÏÉÇÝÇ):  
 àõÝ»Ýù` 

 n
kinziz

n
z

nnn ezeezz
 2

/1)arg(ln1log1
/1




 , ...,1,0 k ,  
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áñï»Õ  -Ý zarg -Ç áñ¨¿ ³ñÅ»ù ¿: ºñµ 1...,,1,0  nk , Ïëï³Ý³Ýù 

ÙÇÙÛ³ÝóÇó ï³ñµ»ñ ³ñÅ»ùÝ»ñ, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í k -»ñÇ ¹»åùáõÙ ³Û¹ 

³ñÅ»ùÝ»ñÁ ÏÏñÏÝí»Ý: ²ÛëåÇëáí, n z  ýáõÝÏóÇ³Ý Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0z  

Ï»ïáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ n  Ñ³ï ³ñÅ»ùÝ»ñ: 

 î³Ý·»Ýë ¨ Ïáï³Ý·»Ýë ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ÙïóíáõÙ »Ý áñå»ë ëÇÝáõë ¨ 
ÏáëÇÝáõë ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñ: 
 zarccos  ýáõÝÏóÇ³Ý ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ ÉáõÍáõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³-

ë³ñáõÙÁ`   weez zizi  

2
1cos : 

 12  wwe zi , Ñ»ï¨³µ³ñ, 

 2arccos log 1w z i w w     : 

 ²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É Ý³¨  






  1logarccos 2wwiw  

ï»ëùáí, ù³ÝÇ áñ 12  ww  ¨ 12  ww  Ãí»ñÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ »Ý: 

 Ð³Ï³¹³ñÓ ëÇÝáõëÁ Ï³ñ»ÉÇ Ý»ñÙáõÍ»É 

ww arccos
2

arcsin 


 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ÙÇçáóáí:  
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ՎԻԴՈԿ ԽԱՉԻԿԻ 
ՄՈՒՍՈՅԱՆ

Վիդոկ Խաչիկի Մուսոյանը ծնվել է 1938-ի հոկտեմբերի 24-ին, Նոր Բայազետ 
(այժմ` Գավառ) քաղաքում: Նախնական կրթությունը ստացել է տեղի Հ. 
Սարուխանյանի անվան միջնակարգ դպրոցում: 1957-ին ընդունվել և 1962-ին ավարտել 
է Երևանի պետական համալսարանը` ստանալով մաթեմատիկոսի որակավորում: 
Նույն թվականին գործուղվել է ԽՍՀՄ ԳԱ Վ. Ա. Ստեկլովի անվան ինստիտուտի 
ասպիրանտուրա: 1966-ին պաշտպանելով թեկնածուական ատենախոսություն` 
վերադարձել է Երևան և աշխատանքի անցել ՀՀ ԳԱ մաթեմատիկայի ինստիտուտում: 

1967-ին որպես ավագ դասախոս հրավիրվել է աշխատանքի Խ. Աբովյանի անվան 
հայկական մանկավարժական ինստիտուտ, իսկ 1968-ին աշխատանքի է անցել 
Երևանի պետական համալսարանում` որպես մաթեմատիկական անալիզի և 
ֆունկցիաների տեսության ամբիոնի դոցենտ:

Վ. Մուսոյանը 1977-ին ընտրվել է Երևանի պետական համալսարանի 
մեխանիկամաթեմատիկական, իսկ 1992-ին` մաթեմատիկայի ֆակուլտետի դեկան: 
1988-ին պաշտպանել է դոկտորական ատենախոսություն և ստացել ֆիզիկամա-
թեմատիկական գիտությունների դոկտորի գիտական աստիճան, իսկ 1991-ին` 
պրոֆեսորի գիտական կոչում: 1992-1997-ին մաթեմատիկական անալիզի ամբիոնի 
վարիչն էր: Նրա գիտական աշխատանքները նվիրված են կոմպլեքս անալիզի մի քանի 
հիմնախնդիրների:

 Վախճանվել է 2009-ի օգոստոսի 18-ին: 
Անվանի գիտնականը և մանկավարժը երկար տարիներ վարել է մաթեմա-

տիկական անալիզի և ֆունկցիաների տեսության ընդհանուր և մասնագիտական շուրջ 
երկու տասնյակ  դասընթացներ: Նրա դասախոսություններով կրթվել և ոգեշնչվել են 
բազմաթիվ երիտասարդներ, որոնք այսօր գիտնականներ, ուսուցիչներ կամ 
պարզապես հայրենասեր մարդիկ են:     


